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เซต 
 
 เซตจํากัด คือ เซตท่ีสามารถระบุจํานวนสมาชิกได 
 เซตอนันต คือ เซตท่ีมีจํานวนสมาชิกมากมาย 
 เซตวาง คือ เซตท่ีไมมีสมาชิก หรือมีจํานวนสมาชิกเปนศูนย เขียนแทนดวย φ หรือ { } 
 
ตัวอยางที่ 1 ให A เปนเซตจํากัด และ B เปนเซตอนันต ขอความใดตอไปนี้เปนเท็จ 
 1) มีเซตจํากัดท่ีเปนสับเซตของ A 
 2) มีเซตจํากัดท่ีเปนสับเซตของ B 
 *3) มีเซตอนันตท่ีเปนสับเซตของ A 
 4) มีเซตอนันตท่ีเปนสับเซตของ B 
สับเซต 
 บทนิยาม เซต A เปนสับเซตของเซต B ก็ตอเมื่อสมาชิกทุกตัวของเซต A เปนสมาชิกของเซต B และ

เขียนเปนสัญลักษณ คือ A ⊂ B 
 
ตัวอยางที่ 2 ให A = {1, 2} และ B = {1, 2, 3, 4, 5} เนื่องจากสมาชิกของเซต A ทุกตัวเปนสมาชิกของ  

เซต B ดังนั้น A ⊂ B 
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 เพาเวอรเซต 
 บทนิยาม เพาเวอรเซตของเซต A คือ เซตท่ีมีสมาชิกเปนสับเซตทั้งหมดของเซต A เขียนแทนดวย P(A) 
 
ตัวอยางที่ 3 ให A = {1, 2, 3} จะไดสับเซตทั้งหมดของ A ไดแก 
 φ, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3} 
 P(A) = {φ, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}} 
 สมบัติของสับเซตและเพาเวอรเซต 
 1. φ เปนสับเซตของเซตทุกเซต 
 2. φ เปนสมาชิกของเพาเวอรเซตเสมอ 
 3. A ⊂ A 
 4. A ∈ P(A) 
 5. ถา A ⊂ B แลว P(A) ⊂ P(B) 
 6. จํานวนสับเซตของเซต A ท้ังหมดเทากับ 2n(A) 
 7. จํานวนสมาชิกของ P(A) ท้ังหมดเทากับ 2n(A)  
 
 การดําเนินการทางเซต 
 1. ยูเนียน เซต A ยูเนียนกับเซต B คือ เซตท่ีมีสมาชิกเปนสมาชิกของเซต A หรือเซต B เขียนแทนดวย 
AU B 
 2. อินเตอรเซกชัน เซต A อินเตอรเซกชันกับเซต B คือ เซตท่ีมีสมาชิกเปนสมาชิกของเซต A และเซต B 
เขียนแทนดวย AI B 
 3. ผลตาง ผลตางของ A และ B คือ เซตท่ีมีสมาชิกในเซต A แตไมเปนสมาชิกในเซต B เขียนแทนดวย  
A - B 
 4. คอมพลีเมนต ถา A เปนเซตใดในเอกภพสัมพันธ U แลว คอมพลีเมนตของเซต A คือ เซตท่ีมีสมาชิก
เปนสมาชิกของ U แตไมเปนสมาชิกของ A เขียนแทนดวย A′ 
 
ตัวอยางที่ 4 กําหนดให U = {1, 2, 3, ..., 10} 
  A = {1, 2, 4, 8} 
  B = {2, 4, 6, 10} 
 จะได AU B = {1, 2, 4, 6, 8, 10} 
  AI B = {2, 4} 
  A - B = {1, 8} 
  B - A = {6, 10} 
  A′ = {3, 5, 6, 7, 9, 10} 
 และ B′ =  {1, 3, 5, 7, 8, 9} 
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ตัวอยางที่ 5 ถา A - B = {2, 4, 6}, B - A = {0, 1, 3} และ AU B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} แลว
 AI B เปนสับเซตในขอใดตอไปนี้ 
 1) {0, 1, 4, 5, 6, 7}   2) {1, 2, 4, 5, 6, 8} 
 *3) {0, 1, 3, 5, 7, 8}   4) {0, 2, 4, 5, 6, 8} 
 
ตัวอยางที่ 6 ให A = {1, 2, 3, ...} และ B = {{1, 2}, {3, 4, 5}, 6, 7, 8, ...} ขอใดเปนเท็จ 
 1) A - B มีสมาชิก 5 ตัว 
 2) จํานวนสมาชิกของเพาเวอรเซตของ B - A เทากับ 4 
 *3) จํานวนสมาชิกของ (A - B)U (B - A) เปนจํานวนคู 
 4) AI B คือเซตของจํานวนนับท่ีมีคามากกวา  5 
 
จํานวนสมาชิกของเซตจํากัด 
 ให n(A) แทนจํานวนสมาชิกของเซต A 
 1. n(U) = n(A) + n(A′) 
 2. n(AU B) = n(A) + n(B) - n(AI B) 
 3. n(AU BU C) = n(A) + n(B) + n(C) - n(AI B) - n(AI C) - n(BI C) + n(AI BI C) 
 4. n(A - B) = n(A) - n(AI B) 
 
ตัวอยางที่ 7 ถากําหนดจํานวนสมาชิกของเซตตางๆ ตามตารางตอไปนี้ 
 

เซต AU B AU C BU C AU BU C AI BI C 
จํานวนสมาชิก 25 27 26 30 7 

 
 แลวจํานวนสมาชิกของ (AI B)U C เทากับขอใดตอไปนี้ 
 *1) 23 2) 24 3) 25 4) 26 
 
ตัวอยางที่ 8 นักเรียนกลุมหนึ่งจํานวน 46 คน แตละคนมีเสื้อสีเหลืองหรือเสื้อสีฟาอยางนอยสีละหนึ่งตัว  ถา

นักเรียน 39 คนมีเสื้อสีเหลือง และ 19 คนมีเสื้อสีฟา แลวนักเรียนกลุมน้ีท่ีมีท้ังเสื้อสีเหลืองและเสื้อ   
สีฟามีจํานวนเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 9 2) 10 3) 11 *4) 12 
 
ตัวอยางที่ 9 นักเรียนกลุมหนึ่งจํานวน 50 คน มี 32 คน ไมชอบเลนกีฬาและไมชอบฟงเพลง ถามี 6 คน ชอบฟง

เพลงแตไมชอบเลนกีฬา และมี 1 คน ชอบเลนกีฬาแตไมชอบฟงเพลง แลวนักเรียนในกลุมนี้ท่ีชอบ
เลนกีฬาและชอบฟงเพลงมีจํานวนเทากับขอใดตอไปนี้ 

 *1) 11 คน 2) 12 คน 3) 17 คน 4) 18 คน 
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ตัวอยางที่ 10 กําหนดให A และ B เปนเซต ซ่ึง n(AU B) = 88 และ n[(A - B)U (B - A)] = 76            
ถา n(A) = 45 แลว n(B) เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 45 2) 48 3) 53 *4) 55 
 
ตัวอยางที่ 11 ในการสอบถามพอบานจํานวน 300 คน พบวามีคนท่ีไมด่ืมท้ังชาและกาแฟ 100 คน มีคนท่ีดื่มชา 

100 คน และมีคนท่ีดื่มกาแฟ 150 คน พอบานท่ีดื่มท้ังชาและกาแฟมีจํานวนเทาใด (ตอบ 50 คน) 
 
 
ตัวอยางที่ 12 ในการสอบของนักเรียนช้ันประถมกลุมหนึ่ง  พบวา  มีผูสอบผานวิชาตางๆ  ดังน้ี 
  คณิตศาสตร 36 คน 
  สังคมศึกษา 50 คน 
  ภาษาไทย 44 คน 
  คณิตศาสตรและสังคมศึกษา 15 คน 
  ภาษาไทยและสังคมศึกษา 12 คน 
  คณิตศาสตรและภาษาไทย 7 คน 
  ท้ังสามวิชา 5 คน 
 จํานวนผูสอบผานอยางนอยหนึ่งวิชามีก่ีคน (ตอบ 101 คน) 
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การใหเหตุผล 
 
 การใหเหตุผลทางคณิตศาสตรท่ีสําคัญมีอยู 2 วิธี ไดแก 
 1. การใหเหตุผลแบบอุปนัย (Inductive Reasoning) 
  หมายถึง วิธีการสรุปผลในการคนหาความจริง จากการสังเกตหรือการทดลองหลายๆ ครั้งจากกรณี
ยอยแลวนํามาสรุปเปนความรูแบบทั่วไป 
 2. การใหเหตุผลแบบนิรนัย (Deductive Reasoning) 
  หมายถึง วิธีการสรุปขอเท็จจริงโดยการนําความรูพ้ืนฐาน ความเช่ือ ขอตกลง หรือบทนิยาม ซ่ึงเปนสิ่ง
ท่ีรูมากอนและยอมรับวาเปนจริง เพ่ือหาเหตุผลนําไปสูขอสรุป 
 
ตัวอยางที่ 1 จงพิจารณาการใหเหตุผลตอไปนี้เปนการใหเหตุผลแบบอุปนัยหรือนิรนัย 
 1) เหตุ 1. นัทชอบทานไอศกรีม 
   2. แนทชอบทานไอศกรีม 
  ผล เด็กทุกคนชอบทานไอศกรีม 
 2) เหตุ 1. เด็กทุกคนชอบทานไอศกรีม 
   2. แนทเปนเด็ก 
  ผล แนทชอบทานไอศกรีม 
 
ตัวอยางที่ 2 จงหาคา a จากแบบรูปของจํานวนที่กําหนดให 
 1, 4, 9, 16, 25, a 
 2, 4, 8, 16, 32, a 
 
 ความสมเหตุสมผล 
 สวนประกอบของการใหเหตุผล 
 การตรวจสอบความสมเหตุสมผลโดยแผนภาพเวนน-ออยเลอร 
 1. a เปนสมาชิกของ A 2. a ไมเปนสมาชิกของ A 
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 3. สมาชิกทุกตัวของ A เปนสมาชิกของ B 4. ไมมีสมาชิกตัวใดใน A เปนสมาชิกของ B 
 
 
 
 
 5. สมาชิกบางตัวของ A เปนสมาชิกของ B 6. สมาชิกบางตัวของ A ไมเปนสมาชิกของ B 
 
 
 
 
ตัวอยางที่ 3 กําหนดเหตุใหดังตอไปนี้ 
 เหตุ ก. ทุกจังหวัดท่ีอยูไกลจากกรุงเทพมหานครเปนจังหวัดท่ีมีอากาศดี 
  ข. เชียงใหมเปนจังหวัดท่ีมีอากาศไมดี 
 ขอสรุปในขอใดตอไปนี้สมเหตุสมผล 
 *1) เชียงใหมเปนจังหวัดท่ีอยูไมไกลจากกรุงเทพมหานคร  
 2) นราธิวาสเปนจังหวัดท่ีอยูไมไกลจากกรุงเทพมหานคร  
 3) เชียงใหมเปนจังหวัดท่ีอยูไกลจากกรุงเทพมหานคร  
 4) นราธิวาสเปนจังหวัดท่ีอยูไกลจากกรุงเทพมหานคร 
 
ตัวอยางที่ 4 จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
  1. คนตีกอลฟทุกคนเปนคนสายตาดี 
  2. คนท่ีตีกอลฟไดไกลกวา 300 หลา บางคน เปนคนสายตาดี 
  3. ธงชัยตีกอลฟเกงแตตีไดไมไกลกวา 300 หลา 
 แผนภาพในขอใดตอไปนี้ มีความเปนไปไดท่ีจะสอดคลองกับขอความท้ังสามขางตน เมื่อจุดแทนธงชัย  

 1)  2)  3)  *4)  

ตัวอยางที่ 5 จากแบบรูปตอไปนี้ 
 

1 2 4
7

2 4 8
14

3 6 12
21

. . . a b c
77

  
 โดยการใหเหตุผลแบบอุปนัย  2a - b + c  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 11 2) 22 3) 33 *4) 44 
 



 

คณิตศาสตร (8)________________________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 

ตัวอยางที่ 6 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. นักกีฬาทุกคนมีสุขภาพดี 
  ข. คนท่ีมีสุขภาพดีบางคนเปนคนดี 
  ค. ภราดรเปนนักกีฬา และเปนคนดี 
 แผนภาพในขอใดตอไปนี้ มีความเปนไปไดท่ีจะสอดคลองกับขอความท้ังสามขอขางตน เมื่อจุดแทนภราดร  

 1)    2) 
  

 3)    *4)  

 
ตัวอยางที่ 7 เหตุ 1. ไมมีคนขยันคนใดเปนคนตกงาน 
  2. มีคนตกงานที่เปนคนใชเงินเกง 
  3. มีคนขยันท่ีไมเปนคนใชเงินเกง 
 ผล ในขอใดตอไปนี้ท่ีเปนการสรุปผลจากเหตุขางตนท่ีเปนไปอยางสมเหตุสมผล 
 1) มีคนขยันท่ีเปนคนใชเงินเกง *2) มีคนใชเงินเกงท่ีเปนคนตกงาน 
 3) มีคนใชเงินเกงท่ีเปนคนขยัน 4) มีคนตกงานที่เปนคนขยัน 
 
ตัวอยางที่ 8 พิจารณาการใหเหตุผลตอไปนี้ 
 เหตุ 1. A 
  2. เห็ดเปนพืชมีดอก 
 ผล เห็ดเปนพืชช้ันสูง 
 ขอสรุปขางตนสมเหตุสมผล ถา A แทนขอความใด 
 1)  พืชช้ันสูงทุกชนิดมีดอก 
 2)  พืชช้ันสูงบางชนิดมีดอก 
 *3)  พืชมีดอกทุกชนิดเปนพืชช้ันสูง 
 4)  พืชมีดอกบางชนิดเปนพืชช้ันสูง 
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ระบบจํานวนจริง 
 

แผนผังแสดงความสัมพันธของระบบจํานวน 
 

จํานวนเชิงซอน

จํานวนจินตภาพจํานวนจริง (R)

จํานวนอตรรกยะ (Q′) จํานวนตรรกยะ (Q)

จํานวนตรรกยะ (I′) ที่ไมใชจํานวนเต็ม จํานวนเต็ม (I)

จํานวนเต็มลบ (I-)
จํานวนเต็มศูนย (I0)

จํานวนเต็มบวก (I+), จํานวนนับ (N)
  

 จํานวนอตรรกยะ หมายถึง จํานวนที่ไมสามารถเขียนใหอยูในรูปเศษสวนของจํานวนเต็ม หรือทศนิยม   
ซํ้าได เชน 2 , 5 , - 3 , π, 2.17254... เปนตน 
 จํานวนตรรกยะ หมายถึง จํานวนที่สามารถเขียนในรูปเศษสวนของจํานวนเต็มได 
 
ตัวอยางที่ 1 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. มีจํานวนตรรกยะท่ีนอยที่สุดท่ีมากกวา 0 ข. มีจํานวนอตรรกยะท่ีนอยที่สุดท่ีมากกวา 0 
 ขอสรุปใดตอไปนี้ถูกตอง 
 1) ก. ถูก และ ข. ผิด 2) ก. และ ข. ถูก 3) ก. ผิด และ ข. ถูก *4) ก. และ ข. ผิด 
 
ตัวอยางที่ 2 กําหนดใหคาประมาณที่ถูกตองถึงทศนิยมตําแหนงท่ี 3 ของ 3  และ 5  คือ 1.732 และ 

2.236 ตามลําดับ พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. 2.235 + 1.731 ≤ 5  + 3  ≤ 2.237 + 1.733 
  ข. 2.235 - 1.731 ≤ 5  - 3  ≤ 2.237 - 1.733 
 ขอสรุปใดตอไปนี้ถูกตอง 
 *1)  ก. และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. และ ข. ผิด 
 
ตัวอยางที่ 3 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. จํานวนที่เปนจุดทศนิยมไมรูจบบางจํานวนเปนจํานวนอตรรกยะ 
  ข. จํานวนที่เปนทศนิยมไมรูจบบางจํานวนเปนจํานวนตรรกยะ 
         ขอใดถูกตอง 
 *1)  ก. และ ข. 2) ก. เทานั้น 3) ข. เทานั้น 4) ก. และ ข. ผิด 
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 สมบัติของจํานวนจริง 
 1. สมบัติการเทากันของจํานวนจริง 
  กําหนดให a, b, c ∈ R 
  1) สมบัติการสะทอน 
   a = a 
  2) สมบัติการสมมาตร 
   ถา a = b แลว b = a 
  3) สมบัติการถายทอด 
   ถา a = b และ b = c แลว a = c 
  4) สมบัติการบวกดวยจํานวนที่เทากัน 
   ถา a = b แลว a + c = b + c 
  5) สมบัติการคูณดวยจํานวนที่เทากัน 
   ถา a = b แลว a + c = b + c  
 2. สมบัติของจํานวนจริงเกี่ยวกับพีชคณิต 
  กําหนดให a, b, c ∈ R 
 

สมบัติ สมบัติของการบวก สมบัติของการคูณ 
สมบัติปด a + b ∈ R a ⋅ b ∈ R 
สมบัติการสลับท่ี a + b = b + a a ⋅ b = b ⋅ a 
สมบัติการเปลี่ยนกลุม a + (b + c) = (a + b) + c a ⋅ (b ⋅ c) = (a ⋅ b) ⋅ c 
สมบัติการมีเอกลักษณ มี 0 เปนเอกลักษณการบวก  

ซ่ึง 0 + a = a = a + 0 
มี 1 เปนเอกลักษณการคูณ  
ซ่ึง 1 ⋅ a = a = a ⋅ 1 

สมบัติการมีอินเวอรส สําหรับจํานวนจริง a  
มีจํานวนจริง -a  
ท่ี (-a) + a = 0 = a + (-a) 

สําหรับจํานวนจริง a ท่ี a ≠ 0 
จะมี a-1 ท่ี a ⋅ a-1 = a-1 ⋅ a = 1 

สมบัติการแจกแจง a(b + c) = ab + ac  
 
ตัวอยางที่ 4 ให  a และ b เปนจํานวนตรรกยะท่ีแตกตางกัน 
  c และ d เปนจํานวนอตรรกยะท่ีแตกตางกัน 
 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. a - b เปนจํานวนตรรกยะ ข. c - d เปนจํานวนอตรรกยะ 
 ขอสรุปใดตอไปนี้ถูกตอง 
 1) ก. และ ข. ถูก *2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. และ ข. ผิด 
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ตัวอยางที่ 5 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. สมบัติการมีอินเวอรสการบวกของจํานวนจริง b ท่ี b + a = 0 = a + b 
  ข. สมบัติการมีอินเวอรสการคูณของจํานวนจริงกลาววา สําหรับจํานวนจริง a จะมีจํานวนจริง b 

ท่ี ba = 1 = ab 
 ขอสรุปใดตอไปนี้ถูกตอง 
 1) ก. และ ข. ถูก *2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. และ ข. ผิด 
 
 ทบทวนสูตร 
 1. กําลังสองสมบูรณ 
  (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 
  (a - b)2 = a2 - 2ab + b2 
 2. กําลังสามสมบูรณ 
  (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 
  (a - b)3 = a3 - 3a2b + 3a2b - b3 
 3. ผลตางกําลังสอง 
  a2 - b2 = (a - b)(a + b) 
 4. ผลตางกําลังสาม 
  a3 - b3 = (a - b)(a2 + ab + b2) 
  a3 + b3 = (a + b)(a2 - ab + b2) 
 
 จากสมการพหุนามกําลังสอง 
 ax2 + bx + c = 0  เมื่อ a, b และ c เปนคาคงท่ี, a ≠ 0 

 จะได  x = 2a
 4ac b  b 2 -- ±  

 ถา  b2 - 4ac > 0  แลว x จะมี 2 คําตอบ 
 ถา  b2 - 4ac = 0  แลว x จะมี 1 คําตอบ 
 ถา  b2 - 4ac < 0  แลว x จะไมมีคําตอบที่เปนจํานวนจริง 
 
ตัวอยางที่ 6 ถา 4

3  เปนผลเฉลยหนึ่งของสมการ 4x2 + bx - 6 = 0 เมื่อ b เปนจํานวนจริงแลว อีกผลเฉลย
หนึ่งของสมการน้ีมีคาตรงกับขอใด 

 *1) -2 2) - 2
1  3) 2

1  4) 2  
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 สมบัติของอสมการ ให a, b และ c เปนจํานวนจริง 
 1. สมบัติการถายทอด  
  ถา a > b และ b > c แลว a > c 
 2. สมบัติการบวกดวยจํานวนจริงท่ีเทากัน  
  ถา a > b แลว a + c > b + c 
 3. สมบัติการคูณดวยจํานวนท่ีเทากัน 
  ถา a > b และ c > 0 แลว ac > bc 
  ถา a > b และ c < 0 แลว ac < bc 
 4. ให a และ b เปนจํานวนจริง  
  จาก a < x < b  
  จะได a < x และ x < b 
  
ชวงของจํานวนจริง ให a และ b เปนจํานวนจริง และ a < b 
 1. (a, b) = {x|a < x < b} 
  เสนจํานวน คือ a b  

 2. [a, b] = {x|a ≤ x ≤ b} 
  เสนจํานวน คือ a b  

 3. (a, b] = {x|a < x ≤ b} 
  เสนจํานวน คือ a b  

 4. [a, b) = {x|a ≤ x < b} 
  เสนจํานวน คือ a b  

 5. (-∞, a) = {x|x < a} 
  เสนจํานวน คือ a  

 6. [a, ∞) = {x|x ≥ a} 
  เสนจํานวน คือ a  

 
ตัวอยางที่ 7 กําหนดให s, t, u และ v เปนจํานวนจริง ซ่ึง s < t และ u < v พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. s - u < t - v  ข. s - v < t - u  
 ขอใดถูกตอง 
 1) ก. และ ข. 2) ก. เทาน้ัน *3) ข. เทาน้ัน 4) ก. และ ข. ผิด 
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ตัวอยางที่ 8 ตองการลอมรั้วรอบท่ีดินรูปสี่เหลี่ยมผืนผาซ่ึงมีพ้ืนท่ี 65 ตารางวา โดยดานยาวของที่ดินยาวกวา
สองเทาของดานกวางอยู 3 วา จะตองใชรั้วท่ีมีความยาวเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 30 วา *2) 36 วา 3) 42 วา 4) 48 วา 
 
 
ตัวอยางที่ 9 เมื่อเขียนกราฟของ y = ax2 + bx + c โดยที่ a ≠ 0 เพ่ือหาคําตอบของสมการ ax2 + bx + c = 0   

กราฟในขอใดตอไปนี้แสดงวาสมการไมมีคําตอบท่ีเปนจํานวนจริง 

 1) 

y

x
50

5

-5

-5

 2) 

y

x
50

5

-5

-5

 

 

 3) 

y

x
50

5

-5

-5

 *4) 

y

x
50

5

-5

-5

  

 
ตัวอยางที่ 10 แมคานําเมล็ดมะมวงหิมพานต 1 กิโลกรัม ถ่ัวลิสง 3 กิโลกรัม และเมล็ดฟกทอง 4 กิโลกรัม มา

ผสมกัน แลวแบงใสถุง ถุงละ 100 กรัม ถาแมคาซ้ือเมล็ดมะมวงหิมพานต ถ่ัวลิสง และเมล็ดฟกทอง
มาในราคากิโลกรัมละ 250 บาท 50 บาท และ 100 บาท ตามลําดับ แลวแมคาจะตองขายเมล็ดพืช
ผสมถุงละ 100 กรัมน้ี ในราคาเทากับขอใดตอไปนี้จึงจะไดกําไร 20% เมื่อขายหมด 

 1) 10 บาท *2) 12 บาท 3) 14 บาท 4) 16 บาท 
 
ตัวอยางที่ 11 เซตคําตอบของอสมการ  -1 ≤ 2  + 

21
x

-
 ≤ 1  คือเซตในขอใดตอไปนี้ 

 1) [ 2  - 1, 1]   2) [ 2  - 1, 2]  
 *3) [3 - 2 2 , 1]   4) [3 - 2 2 , 2] 
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 คาสัมบูรณ 
 บทนิยาม ให a เปนจํานวนจริง 

  |a| = 






<

≥

0  a  เมื่อ  a
0  a  เมื่อ   a

-  

 ทฤษฎีบทเกี่ยวกับคาสัมบูรณ 
 1. |x| = a  ก็ตอเมื่อ  x = a  หรือ  x = -a 
 2. ให a เปนจํานวนจริงบวก 
  |x| < a ก็ตอเมื่อ -a < x < a 
  |x| ≤ a ก็ตอเมื่อ -a ≤ x ≤ a 
  |x| > a ก็ตอเมื่อ x < -a  หรือ  x > a 
  |x| ≥ a ก็ตอเมื่อ x ≤ -a  หรือ  x ≥ a 
 
ตัวอยางที่ 12 พิจารณาสมการ |x - 7| = 6 ขอสรุปใดตอไปนี้เปนเท็จ 
 1) คําตอบหนึ่งของสมการมีคาระหวาง 10 และ 15 
 2) ผลบวกของคําตอบท้ังหมดของสมการมีคาเทากับ 14 
 *3) สมการน้ีมีคําตอบมากกวา 2 คําตอบ 
 4) ในบรรดาคําตอบท้ังหมดของสมการ คําตอบท่ีมีคานอยท่ีสุดมีคานอยกวา 3 
 
 
ตัวอยางที่ 13 จํานวนสมาชิกของเซต 










































 +=     0 เทากับริงซ่ึงไมเปนจํานวนจ a เมื่อ  a

1  |a|  |a|
1  a x x 22

  
  

-- เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 1   *2) 2 
 3) 3   4) มากกวาหรือเทากับ 4 
 
ตัวอยางที่ 14 ผลบวกของคําตอบทุกคําตอบของสมการ  x3 - 2x = |x|  เทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 0 2) 3  *3) 3  - 1 4) 3  + 1 
 
ตัวอยางที่ 15 ผลเฉลยของสมการ 2|5 - x| = 1 อยูในชวงใด 
 1) (-10, -5) 2) (-6, -4) 3) (-4, 5) *4) (-3, 6) 
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ความสัมพันธและฟงกชัน 
  
 คูอันดับ (a, b) โดยที่ a คือ สมาชิกตัวหนา และ b คือ สมาชิกตัวหลัง 
 บทนิยาม (a, b) = (c, d) ก็ตอเม่ือ a = c และ b = d 
 ผลคูณคารทีเชียน กําหนดให A และ B เปนเซตใดๆ 
 ผลคูณคารทีเชียนของ A และ B คือ A × B = {(a, b) | a ∈ A และ b ∈ B} 
 เชน ให A = {1, 2} และ B = {a, b, c} 
  จะได A × B = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)} 
   B × A = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2)} 
 สมบัติของผลคูณคารทีเชียน ให A, B และ C เปนเซตใดๆ 
 1. A × φ = φ × A = φ 
 2. A × B ≠ B × A 
 3. n(A × B) = n(A) × n(B) 
 4. A × (BU C) = (A × B)U (A × C) 
  (BU C) × A = (B × A)U (C × A) 
 5. A × (BI C) = (A × B)I (A × C) 
  (BI C) × A = (B × A)I (C × A) 
 6. A × (B - C) = (A × B) - (A × C) 
  (B - C) × A = (B × A) - (C × A) 
 
ตัวอยางที่ 1 กําหนดให A = {1, 2} และ B = {a, b} คูอันดับในขอใดตอไปนี้เปนสมาชิกของผลคูณคารทีเชียน 

A × B 
 * 1)   (2, b) 2) (b, a) 3) (a, 1) 4) (1, 2) 
 
 ความสัมพันธ คือ เซตของคูอันดับท่ีเก่ียวของกันตามเงื่อนไขท่ีกําหนดและเปนสับเซตของผลคูณคารทีเชียน 
 กําหนดให A และ B เปนเซตใดๆ 
 r เปนความสัมพันธจาก A ไป B เขียนแทนดวย r ⊂ A × B 
 r เปนความสัมพันธใน A  เขียนแทนดวย r ⊂ A × A 
 *จํานวนความสัมพันธท้ังหมดจาก A ไป B เทากับ 2n(A)×n(B) 
 
ตัวอยางที่ 2 กําหนดให A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
   B = {1, 2, 3, ... , 11, 12} 

   S = 








+=×∈ 2
a  2a  b B  A   b)(a,   

 จํานวนสมาชิกของเซต S เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 1 * 2) 2 3) 3 4) 4 
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ตัวอยางที่ 3 ถา  A = {1, 2, 3, 4} และ  r = {(m, n) ∈ A × A | m ≤ n} แลวจํานวนสมาชิกใน
ความสัมพันธ r เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 8 * 2) 10 3) 12 4) 16 
 
 โดเมนของ r เขียนแทนดวย Dr คือ เซตของสมาชิกตัวหนาของคูอันดับท้ังหมดใน r สัญลักษณ คือ    

Dr = {x | (x, y) ∈ r} 
 เรนจของ r เขียนแทนดวย Rr คือ เซตของสมาชิกตัวหลังของคูอันดับท้ังหมดใน r สัญลักษณ คือ     

Rr = {y | (x, y) ∈ r} 
  เชน  จาก r = {(-2, 4), (-1, 1), (1, 1)} 
   จะได Dr = {-2, -1, 1} 
   และ Rr = {1, 4}  
 การหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธของ r ⊂ R × R 
 1. โดเมน หาโดยจัดรูปสมการเปน y ในรูปของ x และพิจารณาวา x สามารถเปนจํานวนจริงใดไดบาง

ท่ีสามารถหาคา y ท่ีเปนจํานวนจริงได 
 2. เรนจ หาโดยจัดรูปสมการเปน x ในรูปของ y และพิจารณาวา y สามารถเปนจํานวนจริงใดไดบาง  
 ฟงกชัน คือ ความสัมพันธท่ีคูอันดับทุกๆ ตัวในความสัมพันธ ถาสมาชิกตัวหนาของคูอันดับสองคูเทากัน
แลวสมาชิกตัวหลังของท้ังสองคูอันดับตองเทากันดวย 
 น่ันคือ r เปนฟงกชันก็ตอเมื่อ ถา (x, y) ∈ r และ (x, z) ∈ r แลว y = z 
  r ไมเปนฟงกชันก็ตอเมื่อ มี (x, y) ∈ r และ (x, z) ∈ r ซ่ึง y ≠ z 
 การตรวจสอบฟงกชัน 
 1. กรณี r เขียนแบบแจกแจงสมาชิก 
  ถามีสมาชิกตัวหนาของคูอันดับ ซ่ึงเปนสมาชิกใน r จับคูกับสมาชิกตัวหลังของคูอันดับมากกวา 1 ตัว
ขึ้นไป r ไมเปนฟงกชัน 
  เชน r1 = {(a, 1), (b, 2), (b, 3), (c, 4)} 
   จะได r1 ไมเปนฟงกชัน เพราะ b จับคูกับ 2 และ 3 
   r2 = {(p, 2), (q, 4), (r, 6)} 
   จะได r2 เปนฟงกชัน เพราะสมาชิกตัวหนาของคูอันดับทุกตัวจับคูกับสมาชิกตัวหลังเพียงตัวเดียว
เทาน้ัน 
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 2. กรณี r วาดเปนรูปกราฟ 
  ใหลากเสนตรงตั้งฉากกับแกน x ถามีกรณีท่ีเสนตรงท่ีลากตั้งฉากกับแกน x ตัดกับกราฟของ r เกิน   
1 จุดขึ้นไป r ไมเปนฟงกชัน  
 
  เชน  เน่ืองจากมีกรณีท่ีเสนตรงท่ีตั้งฉากกับแกน x ตัดกับกราฟ r 

เกิน 1 จุด  
    ดังน้ัน r1 ไมเปนฟงกชัน 
 
 
 
 
    เน่ืองจากไมมีกรณีท่ีเสนตรงท่ีตั้งฉากกับแกน x ตัดกับกราฟ 

r เกิน 1 จุด  
    ดังน้ัน r2 เปนฟงกชัน 
 

 
 
 
ตัวอยางที่ 4 ความสัมพันธในขอใดตอไปนี้เปนฟงกชัน 
 1) {(1, 2), (2, 3), (3, 2), (2, 4)}  2)  {(1, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 3)} 
 3)  {(1, 3), (1, 2), (1, 1), (1, 4)} *4)  {(1, 3), (2, 1), (3, 3), (4, 1)} 
 
ตัวอยางที่ 5 ให A = {1, 99} ความสัมพันธใน A ในขอใดไมเปนฟงกชัน 
 1) เทากับ 2) ไมเทากับ *3) หารลงตัว 4) หารไมลงตัว 
 
ตัวอยางที่ 6 จากความสัมพันธ r ท่ีแสดงดวยกราฟดังรูป 
 

1 2

y

x
30

1
2
3

-3 -2 -1

-3
-2
-1

  
 

y r1

x

y

r2

x
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 ขอใดตอไปนี้ถูกตอง 
 1) r เปนฟงกชันเพราะ (1, 1), (2, 2) และ (3, 3) อยูในแนวเสนตรงเดียวกัน   
 2) r เปนฟงกชันเพราะมีจํานวนจุดเปนจํานวนจํากัด 
 *3) r ไมเปนฟงกชันเพราะมีจุด (3, 3) และ (3, -1) อยูบนกราฟ  
 4) r ไมเปนฟงกชันเพราะมีจุด (1, 1) และ (-1, 1) อยูบนกราฟ 
 
ตัวอยางที่ 7 กําหนดใหกราฟของฟงกชัน f เปนดังน้ี  

y

x0

5

-5-10

  
 คาของ 11f(-11) - 3f(-3)f(3) คือขอใด 
 1) 57 2)  68 3) 75 *4) 86 
 
ตัวอยางที่ 8 ถา f(x) =  x 3 -  และ g(x) = -2 + |x - 4| แลว DfU Rg คือขอใด 
 1) (-∞, 3]   2) [-2, ∞) 3) [-2, 3] *4) (-∞, ∞) 
 

ตัวอยางที่ 9 จํานวนในขอใดตอไปนี้เปนสมาชิกของโดเมนของฟงกชัน f = 












+
++

=
1  x
1 2x   

2 3x   x
x  y y)(x, 22  

-
-  

 1) -2 2) -1 * 3) 0 4) 1 
 
 ฟงกชันประเภทตางๆ  
 ฟงกชันเชิงเสน (Linear Function) คือ ฟงกชันท่ีอยูในรูป f(x) = ax + b เมื่อ a, b ∈ R 
 ฟงกชันคงที่ (Constant Function) คือ ฟงกชันเชิงเสนท่ีมี a = 0 กราฟของฟงกชันจะเปนเสนตรง
ขนานกับแกน X 
 ฟงกชันกําลังสอง (Quadratic Function) คือ ฟงกชันท่ีอยูในรูป f(x) = ax2 + bx + c เมื่อ a, b, c ∈ R 
และ a ≠ 0 
 ถา a > 0 กราฟหงาย มีจุดวกกลับเปนจุดต่ําสุดของฟงกชัน และถา a < 0 กราฟคว่ํา มีจุดวกกลับเปน
จุดสูงสุดของฟงกชัน  
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 ถารูปท่ัวไปของสมการ คือ f(x) = ax2 + bx + c เมื่อ a, b, c ∈ R จุดวกกลับอยูท่ี 













2a
b f,2a

b --  หรือ 










4a
 b 4ac ,2a

b 2--  

 ถารูปท่ัวไปของสมการ คือ f(x) = a(x - h)2 + k เมื่อ a, k ∈ R และ a ≠ 0 จุดวกกลับอยูท่ี (h, k) 
 
 การแกสมการโดยใชกราฟ   
 1. ในกรณีท่ีกราฟไมตัดแกน x จะไมมีคําตอบของสมการที่เปนจํานวนจริง 
 2. กราฟของ y = a(x + c)2 เมื่อ c > 0 จะตัดแกน x ท่ีจุด (-c, 0) สมการมีคําตอบเดียว คือ x = -c 
  กราฟของ y = a(x - c)2 เมื่อ c > 0 จะตัดแกน x ท่ีจุด (c, 0) สมการมีคําตอบเดียว คือ x = c 

 3. นอกเหนือจากนี้กราฟตัดแกน x สองจุด โดยพิจารณาจากการแกสมการ หรือสูตร x = 2a
 4ac b  b 2 -- ±  

 ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล (Exponential Function) คือ ฟงกชันท่ีอยูในรูป y = ax เมื่อ a > 0 และ a ≠ 1
 ฟงกชันคาสัมบูรณ (Absolute Value Function) คือ ฟงกชันท่ีอยูในรูป y = |x - a| + c เมื่อ a, c ∈ R 
 ฟงกชันข้ันบันได (Step Function) คือ ฟงกชันท่ีมีโดเมนเปนสับเซตของ R และมีคาฟงกชันคงตัวเปน
ชวงๆ มากกวาสองชวง กราฟของฟงกชันจะมีรูปคลายบันได  
 
ตัวอยางที่ 10 คาของ a ท่ีทําใหกราฟของฟงกชัน y = a(2x) ผานจุด (3, 16) คือขอใดตอไปนี้ 
 *1) 2 2) 3 3) 4 4) 5 
 
ตัวอยางที่ 11 ทุก x ในชวงใดตอไปนี้ท่ีกราฟของสมการ y = -4x2 - 5x + 6 อยูเหนือแกน x 
 *1) 








3
1 ,3

2    --  2) 







2
3 ,2

5    --  3) 







7
6 ,4

1
  4) 








2
3 ,2

1
  

 
ตัวอยางที่ 12 กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริงบวก ถากราฟของฟงกชัน  y1 = 1 + ax  และ  y2 = 1 + bx  มี

ลักษณะดังแสดงในภาพตอไปนี้ 

0
x

1

2

y
x

2  b 1  y +=
x

1 a  1  y +=

 
 ขอใดตอไปนี้เปนจริง 
 1) 1 < a < b 2) a < 1 < b *3) b < 1 < a 4) b < a < 1 
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ตัวอยางที่ 13 ถาเสนตรง x = 3 เปนเสนสมมาตรของกราฟของฟงกชัน f(x) = -x2 + (k + 5)x + (k2 - 10) 
เมื่อ k เปนจํานวนจริง  แลว f มีคาสูงสุดเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) -4 *2) 0 3) 6 4) 14 
 
ตัวอยางที่ 14 กําหนดให  f(x) = x2 - 2x - 15  ขอใดตอไปนี้ผิด 
 1) f(x) ≥ -17 ทุกจํานวนจริง x 
 2) f(-3 - 2  - 3 ) > 0 
 3) f(1 + 3  + 5 ) = f(1 - 3  - 5 ) 
 *4) f(-1 + 3  + 5 ) > f(-1 - 3  - 5 ) 
 
ตัวอยางที่ 15 ถา f(x) = -x2 + x + 2 แลวขอใดสรุปถูกตอง 
 *1)  f(x) ≥ 0 เมื่อ -1 ≤ x ≤ 2 
 2) จุดวกกลับของกราฟของฟงกชัน f อยูในจตุภาคท่ีสอง 
 3) ฟงกชัน f มีคาสูงสุดเทากับ 2   
 4) ฟงกชัน f มีคาต่ําสุดเทากับ 2 
 
ตัวอยางที่ 16 ขบวนพาเหรดรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขบวนหนึ่ง ประกอบดวยผูเดินเปนแถว แถวละเทาๆ กัน (มากกวา  

1 แถว และแถวละมากกวา 1 คน) โดยมีเฉพาะผูอยูริมดานนอกท้ังส่ีดานของขบวนเทาน้ัน ท่ีสวม
ชุดสีแดง ซ่ึงมีท้ังหมด 50 คน ถา x คือจํานวนแถวของขบวนพาเหรด และ N คือจํานวนคนที่อยู
ในขบวนพาเหรดแลว ขอใดถูกตอง 

           1) 31x - x2 = N   2) 29x - x2 = N  
 *3) 27x - x2 = N   4) 25x - x2 = N 
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เลขยกกําลัง 
 
 สมบัติของเลขยกกําลัง 
 ให a และ b เปนจํานวนจริงใดๆ โดยท่ี m และ n เปนจํานวนเต็มบวก และ k เปนจํานวนเต็ม 
 1. am ⋅ an = am+n 

 2. n
m

a
a  = am-n 

 3. (am)n = amn 
 4. (am ⋅ bn)k = amk ⋅ bnk 

 5. 
k

n
m

b
a














 = nk

mk

b
a , b ≠ 0 

 6. a-n = na
1 , a ≠ 0 

 7. a0 = 1, a ≠ 0  
 เลขยกกําลังที่มีเลขชี้กําลังเปนจํานวนตรรกยะ 
 บทนิยาม เมื่อ a เปนจํานวนจริงบวก และ n เปนจํานวนท่ีมากกวา 1 
  a1/n  = n a  
 บทนิยาม กําหนด a เปนจํานวนจริง m และ n เปนจํานวนเต็มท่ีมากกวา 1 ท่ี ห.ร.ม ของ m และ n 
เทากับ 1 
  n m a   = am/n 
 

ตัวอยางที่ 1 คาของ 22)(-  + 











 +
32

22  81/2
 เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) -1 2) 1 *3) 3 4) 5 
 
ตัวอยางที่ 2 ( 18  + 2 3 125-  - 3 4 4 )  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 
 *1)  -10   2) 10 
 3) 2 5  - 5 2    4) 5 2  - 2 5  
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ตัวอยางที่ 3 
2

15
2  

6
5
















-  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 *1)  10
3    2) 10

7   

 3) 5  - 2   4) 6  - 2 
 

ตัวอยางที่ 4 3
5
 

 

27
32-  + 3/2

6

(64)
2   มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 *1) - 24
13  2) - 6

5  3) 3
2  4) 24

19  

 
ตัวอยางที่ 5 ( 2  + 8  + 18  + 32 )2  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 60 2) 60 2  3) 100 2  * 4) 200 
 
ตัวอยางที่ 6 ขอใดมีคาตางจากขออื่น 
 1) (-1)0 *2) (-1)0.2 3) (-1)0.4 4) (-1)0.8 

 
ตัวอยางที่ 7 (|4 3  - 5 2 | - |3 5  - 5 2 | + |4 3  - 3 5 |)2  เทากับขอใด 
 *1) 0 2)  180 3)  192 4)  200 
 
ตัวอยางที่ 8 กําหนดให a เปนจํานวนจริงบวก และ n เปนจํานวนคูบวก 
      พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. ( n a )n = |a|   ข. ( n n a ) = |a| 
 ขอใดถูกตอง 
 *1) ก. และ ข. 2) ก. เทาน้ัน 3) ข. เทาน้ัน 4) ก. และ ข. ผิด 
  
 สมการในรูปเลขยกกําลัง 
 ให a และ b เปนจํานวนจริงบวกท่ีไมเทากับ 1 และ m, n เปนจํานวนตรรกยะ 
 จะไดวา 1. am = an  ก็ตอเมื่อ  m = n 
  2. am = bm  ก็ตอเมื่อ  m = 0 และ a, b ≠ 0 
 

ตัวอยางที่ 9 ถา 
4

125
8








  = 
x/1

625
16 






  แลว x มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 4
3  * 2) 3

2  3) 2
3  4) 3

4  
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ตัวอยางที่ 10 ถา 8x - 8(x+1) + 8(x+2) = 228 แลว x มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 3

1  * 2) 3
2  3) 3

4  4) 3
5  

 

ตัวอยางที่ 11 ถา 
x3

8
3  3 





 +  = 81

16  แลว x มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 * 1) - 9
4  2) - 9

2  3) - 9
1  4) 9

1  

 
ตัวอยางที่ 12 ถา  4a = 2  และ  16-b =  4

1   แลว  a + b  มีคาเทากับเทาใด (ตอบ 0.75) 
 

ตัวอยางที่ 13 คาของ x ท่ีสอดคลองกับสมการ  2
(x2)

 = 4
(4x)

4
2   เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 2 2) 3 * 3) 4 4) 5 
 
 อสมการในรูปเลขยกกําลัง 
 ให a เปนจํานวนจริงบวกท่ีไมเทากับ 1 และ m, n เปนจํานวนตรรกยะ 
 จะไดวา 1. am < an  และ  a > 1  จะไดวา  m < n 
  2. am < an  และ  0 < a < 1  จะไดวา  m > n 
 
ตัวอยางที่ 14 ขอใดตอไปนี้ผิด 
 1) (24)30 < 220 ⋅ 330 ⋅ 440  2) (24)30 < 230 ⋅ 320 ⋅ 440 
 *3)  220 ⋅ 340 ⋅ 430 < (24)30  4) 230 ⋅ 340 ⋅ 420 < (24)30 
 
ตัวอยางที่ 15 เซตคําตอบของอสมการ  4(2x2-4x-5) ≤ 32

1   คือเซตในขอใดตอไปนี้ 

 1) 





2
5 ,2

5 -  2) 



 1 ,2

5 -  3) 



 1 ,2

1 -  *4) 





2
5 ,2

1 -  

 
ตัวอยางที่ 16 ขอใดตอไปนีผ้ิด  
 1) 10 0.9 +  < 0.9  + 10  *2) ( 0.9 )( 4 9.0 ) < 0.9  
 3) ( 0.9 )( 3 1.1 ) < ( 1.1 )( 3 9.0 ) 4) 300 125  < 200 100  
 
ตัวอยางที่ 17 อสมการในขอใดตอไปนี้เปนจริง 
 1) 21000 < 3600 < 10300  2) 3600 < 21000 < 10300 
 *3)  3600 < 10300 < 21000  4) 10300 < 21000 < 3600 
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อัตราสวนตรีโกณมิติ 
 
 ทฤษฎีบทพีทาโกรัส 
 ถา ABC เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากซึ่งมี BCAˆ  เปนมุมฉาก c แทนความยาวของดานตรงขามมุมฉาก 
a และ b แทนความยาวของดานประกอบมุมฉากจะไดความสัมพันธระหวางความยาวของดานทั้งสามของรูป
สามเหลี่ยมมุมฉาก ABC ดังนี้ 
 

 a

A C

B

b

c  c2 = a2 + b2 

 
ตัวอยางที่ 1 รูปสามเหลี่ยมมุมฉากรูปหนึ่งมีพ้ืนท่ี 600 ตารางเซนติเมตร ถาดานประกอบมุมฉากดานหนึ่งยาว

เปน 75% ของดานประกอบมุมฉากอีกดานหนึ่งแลว เสนรอบรูปสามเหลี่ยมมุมฉากรูปนี้ ยาวก่ี
เซนติเมตร 

 *1)  120 2)  40 3) 60 2  4) 20 2  
 
ตัวอยางที่ 2 รูปสี่เหลี่ยมผืนผาสองรูปมีขนาดเทากัน โดยมีเสนทแยงมุมยาวเปนสองเทาของดานกวาง ถานํารูป

สี่เหลี่ยมผืนผาท้ังสองมาวางตอกันดังรูป จุด A และจุด B อยูหางกันเปนระยะกี่เทาของดานกวาง 
 

A

C

B
 

 
 1) 1.5 2) 3 3) 2  *4) 2 2  
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อัตราสวนตรีโกณมิติของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 
 บทนิยาม กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

   ไซน (sine) ของมุม A = sin A = ความยาวของดานตรงขามมุม A 
ความยาวของดานตรงขามมุมฉาก  

   โคไซน (cosine) ของมุม A = cos A = ความยาวของดานประชิดมุม A 
ความยาวของดานตรงขามมุมฉาก  

   แทนเจนต (tangent) ของมุม A = tan A = ความยาวของดานตรงขามมุม Aความยาวของดานประชิดมุม A  

 
 sin A = c

a , cos A = c
b , tan A = b

a  

 และยังมีอัตราสวนอ่ืนๆ อีก คือ 
 1. csc A = Asin

1 , sec A = Acos
1 , cot A = Atan

1  

 2. tan A = Acos
Asin , cot A = Asin

Acos  

 3. sin2 A + cos2 A = 1 
 4. tan2 A + 1 = sec2 A 
 5. 1 + cot2 A = csc2 A 
 
 ความสัมพันธระหวางมุม A กับมุม 90° - A ในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 

A B

C

  
 sin A = cos (90° - A), csc A = sec (90° - A) 
 cos A = sin (90° - A), sec A = csc (90° - A) 
 tan A = cot (90° - A), cot A = tan (90° - A) 
 
 
 
 
 
 

a

A C

B

b

c
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 อัตราสวนตรีโกณมิติของมุม 30°, 45° และ 60° 
  

มุม sin cos tan csc sec cot 

30° 2
1  

2
3  3

1  2 3
2  3  

45° 2
2  2

2  1 2
2  = 2 2

2  = 2  1 

60° 2
3  2

1  3  3
2  2 3

1  

 
 การเปรียบเทียบมาตรการวัดมุมระบบอังกฤษและระบบเรเดียน 
 360° = 2π เรเดียน 180° = π เรเดียน 90° = 2

π  เรเดียน 

   60° = 3
π  เรเดียน   45° = 4

π  เรเดียน 30° = 6
π  เรเดียน 

 
ตัวอยางที่ 3   จากรูป ขอใดตอไปนี้ถูกตอง    
   * 1) sin 21° = cos 69°  
   2) sin 21° = cos 21° 
   3) cos 21° = tan 21°  
   4) tan 21° = cos 69° 
 
ตัวอยางที่ 4 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 *1)  sin 30° < sin 45°   2) cos 30° < cos 45° 
 3) tan 45° < cot 45°   4) tan 60° < cot 60° 
 
ตัวอยางที่ 5 กําหนดใหตาราง A ตาราง B และตาราง C เปนตารางหาอัตราสวนตรีโกณมิติของมุมขนาดตางๆ 

ดังน้ี   
ตาราง A  ตาราง B ตาราง C 

θ sin θ  θ cos θ θ tan θ 
40° 0.643  40° 0.766 40° 0.839 
41° 0.656  41° 0.755 41° 0.869 
42° 0.669  42° 0.743 42° 0.900  

 
 
 
 

A 21° B

C
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 ถารูปสามเหลี่ยม ABC มีมุม B เปนมุมฉาก มุม C มีขนาด 41° และสวนสูง BX ยาว 1 หนวย แลว
ความยาวของสวนของเสนตรง AX เปนดังขอใดตอไปนี้ 

     1) ปรากฏอยูในตาราง A  
     2) ปรากฏอยูในตาราง B  
     *3) ปรากฏอยูในตาราง C  
     4) ไมปรากฏอยูในตาราง A, B และ C 
 
 
ตัวอยางที่ 6 ถารูปสามเหลี่ยมดานเทารูปหนึ่งมีความสูง 1 หนวย แลวดานของรูปสามเหลี่ยมรูปนี้ยาวเทากับ 

ขอใดตอไปนี้ 

 1) 2
3  หนวย * 2) 3

32  หนวย 3) 3
4  หนวย 4) 2

3  หนวย 

 
ตัวอยางที่ 7 กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีมุม C เปนมุมฉาก และ cos B = 3

2  ถาดาน BC ยาว     
1 หนวย แลวพ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 5
5  ตารางหนวย   *2) 4

5  ตารางหนวย 

 3) 3
5  ตารางหนวย   4) 2

5  ตารางหนวย 

 
ตัวอยางที่ 8 กําหนดให ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาซ่ึงมีพ้ืนท่ีเทากับ 12 หนวย และ tan DBAˆ  = 3

1   

 ถา AE ตั้งฉากกับ BD ท่ีจุด E แลว AE ยาวเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 3
10  หนวย   2) 5

102  หนวย 

 3) 2
10  หนวย   *4) 5

103  หนวย 

 
ตัวอยางที่ 9   พิจารณารูปสามเหลี่ยมตอไปนี้ โดยท่ี EFCˆ , BACˆ , BEAˆ  

และ BDEˆ  ตางเปนมุมฉาก ขอใดตอไปนีผ้ิด 
    1) sin ( 1̂ ) = sin ( 5̂ ) 
    2) cos ( 3̂ ) = cos ( 5̂ ) 
    *3) sin ( 2̂ ) = cos ( 4̂ ) 
    4) cos ( 2̂ ) = sin ( 3̂ ) 
 

 

A C

B

X

C

F

A D B

E1
2 3 4

5
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ตัวอยางที่ 10 พิจารณาตารางหาอัตราสวนตรีโกณมิติของมุมขนาดตางๆ ท่ีกําหนดใหตอไปนี้    
θ sin θ cos θ 

72° 0.951 0.309 
73° 0.956 0.292 
74° 0.961 0.276 
75° 0.966 0.259  

 มุมภายในที่มีขนาดเล็กท่ีสุดของรูปสามเหลี่ยมท่ีมีดานท้ังสามยาว 7, 24 และ 25 หนวย มีขนาด
ใกลเคียงกับขอใดมากที่สุด 

 1) 15° *2) 16° 3) 17° 4) 18° 
 
ตัวอยางที่ 11 มุมมุมหนึ่งของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากมีขนาดเทากับ 60 องศา ถาเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมนี้

ยาว 3 - 3  ฟุตแลว ดานท่ียาวเปนอันดับสองมีความยาวเทากับขอใด 
 1) 2 - 3  ฟุต   2) 2 + 3  ฟุต 
 *3) 2 3  - 3 ฟุต   4) 2 3  + 3 ฟุต 
 
 มุมกมหรือมุมกดลง หมายถึง มุมท่ีวัดจากเสนระดับสายตาไปยังเสนแนวการมองเมื่อวัตถุอยูต่ํากวา
เสนระดับสายตา 
 มุมเงยหรือมุมยกขึ้น หมายถึง มุมท่ีวัดจากเสนระดับสายตาไปยังเสนแนวการมองเมื่อวัตถุอยูสูงกวา
เสนระดับสายตา 
 

มุมเงย
มุมกม

เสนระดับสายตา

  
  
ตัวอยางที่ 12 กลองวงจรปดซ่ึงถูกติดตั้งอยูสูงจากพ้ืนถนน 2 เมตร สามารถจับภาพไดต่ําท่ีสุดท่ีมุมกม 45° และ

สูงท่ีสุดท่ีมุมกม 30° ระยะทางบนพื้นถนนในแนวกลองท่ีกลองนี้สามารถจับภาพไดคือเทาใด  
 (กําหนดให 3  ≈ 1.73) 
 1) 1.00 เมตร *2) 1.46  เมตร 3) 2.00 เมตร 4) 3.46  เมตร 
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ลําดับและอนุกรม 
 
 ลําดับ (Sequences) 
 
 บทนิยาม ลําดับ คือ ฟงกชันท่ีมีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวก n ตัวแรก หรือโดเมนเปนเซต

ของจํานวนเต็มบวก 
 ลําดับท่ีมีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวก n ตัวแรกเรียกวา ลําดับจํากัด (Finite Sequences) 
 ลําดับท่ีมีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวก เรียกวา ลําดับอนันต (Infinite Sequences) 
 
ตัวอยางที่ 1 ใน 40 พจนแรกของลําดับ an = 3 + (-1)n มีก่ีพจน ท่ีมีคาเทากับพจนท่ี 40 
 1) 10 *2) 20 3) 30 4) 40  
 
 ลําดับเลขคณิต (Arithmetic Sequences) 
 
 บทนิยาม ลําดับเลขคณิต คือ ลําดับท่ีผลตางซ่ึงไดจากพจนท่ี n + 1 ลบดวยพจนท่ี n มีคาคงตัว  

คาคงตัวน้ีเรียกวา ผลตางรวม (Common difference) 
 
 1. เมื่อกําหนดใหพจนแรกของลําดับเลขคณิต คือ a1 และผลตางรวม คือ d โดยท่ี d = an+1 - an   
พจนท่ี n ของลําดับนี้คือ an = a1 + (n - 1)d 
 2. ลําดับเลขคณิต n พจนแรก คือ a, a + d, a + 2d, ..., a + (n - 1)d 
 
ตัวอยางที่ 2 ลําดับเลขคณิตในขอใดตอไปนี้มีบางพจนเทากับ 40 
 1) an = 1 - 2n 2) an = 1 + 2n * 3) an = 2 - 2n 4) an = 2 + 2n 
 
ตัวอยางที่ 3 พจนท่ี 31 ของลําดับเลขคณิต  - 20

1 , - 30
1 , - 60

1 , ...  เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 12
5  2) 30

13  * 3) 20
9  4) 15

7  

 
ตัวอยางที่ 4 ถา a1, a2, a3, ... เปนลําดับเลขคณิต ซ่ึง a30 - a10 = 30 แลว ผลตางรวมของลําดับเลขคณิตน้ี  

มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 1.25 * 2) 1.5 3) 1.75 4) 2.0 
 
ตัวอยางที่ 5 กําหนดให 2

3 , 1, 2
1  เปนลําดับเลขคณิต ผลบวกของพจนท่ี 40 และพจนท่ี 42 เทากับขอใด 

 1) -18 2) -19 *3) -37 4) -38 
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ตัวอยางที่ 6 ในสวนปาแหงหนึ่ง เจาของปลูกตนยูคาลิปตัสเปนแถวดังน้ี แถวแรก 12 ตน แถวท่ีสอง 14 ตน  
แถวท่ีสาม 16 ตน โดยปลูกเพ่ิมเชนนี้ ตามลําดับเลขคณิต ถาเจาของปลูกตนยูคาลิปตัสไวท้ังหมด 15 แถว จะมี
ตนยูคาลิปตัสในสวนปาน้ีท้ังหมดก่ีตน (ตอบ 390 ตน) 
 
 ลําดับเรขาคณิต (Geometric Sequences) 
 
 บทนิยาม ลําดับเรขาคณิต คือ ลําดับท่ีอัตราสวนของพจนท่ี n + 1 ตอพจนท่ี n เปนคาคงตัว     

คาคงตัวน้ีเรียกวา อัตราสวนรวม (Common ration) 
 
 1. เมื่อกําหนดพจนแรกของลําดับเรขาคณิตเปน a1 และอัตราสวนรวม คือ r โดยท่ี r = 

n
n
a

1  a +   

  พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตน้ี คือ an = a1 ⋅ rn-1 
 2. ลําดับเรขาคณิต n พจนแรก คือ a, ar, ar2, ..., arn-1 
 
ตัวอยางที่ 7 กําหนดให a1, a2, a3 เปนลําดับเรขาคณิต โดยท่ี a1 = 2 และ a3 = 200 ถา a2 คือคาในขอใดขอหนึ่ง

ตอไปนี้แลวขอดังกลาวคือขอใด 
 *1) -20 2) -50 3) 60 4) 100 
 
ตัวอยางที่ 8 กําหนดให  a1, a2, a3, ...  เปนลําดับเรขาคณิต พิจารณาลําดับสามลําดับตอไปนี้ 
  ก. a1 + a3 , a2 + a4 , a3 + a5 , ... 
  ข. a1a2 , a2a3 , a3a4 , ... 
  ค. 

1a
1  , 

2a
1  , 

3a
1  , ... 

 ขอใดตอไปนีถู้ก 
 *1) ท้ังสามลําดับเปนลําดับเรขาคณิต 2) มีหนึ่งลําดับไมเปนลําดับเรขาคณิต 
 3) มีสองลําดับไมเปนลําดับเรขาคณิต 4) ท้ังสามลําดับไมเปนลําดับเรขาคณิต 
 
ตัวอยางที่ 9 พจนท่ี 16 ของลําดับเรขาคณิต 625

1 , 
5125

1 , 125
1 , ...  เทากับขอใดตอไปนี ้

 1) 25 5    2) 125  
 * 3) 125 5    4) 625 
 
ตัวอยางที่ 10 ลําดับในขอใดตอไปนี้ เปนลําดับเรขาคณิต 
 *1) an = 2n ⋅ 32n 2) an = 2n + 4n 3) an = 3n2 4) an = (2n)n 
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 อนุกรมเลขคณิต (Arinmetic Series) 
 
 เมื่อ  a1, a2, a3, ..., an เปนลําดับเลขคณิต 
 จะไดวา a1 + a2 + a3 + ... + an เปนอนุกรมเลขคณิต 
 
 ให Sn แทนผลบวก n พจนแรกของอนุกรม 
 คือ S1 = a1 
  S2 = a1 + a2 
  S3 = a1 + a2 + a3 
  M   M  
  Sn = a1 + a2 + a3 + ... + an 
 
 ผลบวก n พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต 
  Sn = 2

n [2a1 + (n - 1)d] 
 หรือ Sn = 2

n [a1 + an] 

 
ตัวอยางที่ 11 คาของ 1 + 6 + 11 + 16 + ... + 101 เทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 970 2) 1020 3) 1050 * 4) 1071 
 
ตัวอยางที่ 12 ถา  a1, a2, a3, ...  เปนลําดับเลขคณิต ซ่ึง  a2 + a3 + ... + a9 = 100   
 แลว  S10 = a1 + a2 + ... + a10  มีคาเทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 120 * 2) 125 3) 130 4) 135 
 
ตัวอยางที่ 13 กําหนดให S = {101, 102, 103, ... , 999} ถา a เทากับผลบวกของจํานวนคี่ท้ังหมดใน S และ b 

เทากับผลบวกของจํานวนคูท้ังหมดใน S แลว b - a มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 
 * 1) -550 2) -500 3) -450 4) 450 
 
 อนุกรมเรขาคณิต (Geometrics Series) 
 
 เมื่อ  a1, a2, a3, ..., an เปนลําดับเรขาคณิต 
 จะไดวา a1 + a2 + a3 + ... + an เปนอนุกรมเรขาคณิต 
 
 ผลบวก  n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต 

   Sn = r  1
)r  (1a n

1
-
-  เมื่อ r ≠ 1   
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ตัวอยางที่ 14 ขอใดตอไปนี้เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 100 พจน 
 1) 1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) + ... + 199 
 2) 1 + 3

1  + 5
1  + ... + 1)(2n

1
-  + ... + 199

1  

 3) 1 + 2 + 4 + ... + (2n-1) + ... + 2199 

 * 4) 5
1  + 125

1  + 3125
1  + ... + 12n5

1
-  + ... + 1995

1  

 
ตัวอยางที่ 15 ผลบวกของอนุกรมเรขาคณิต  1 - 2 + 4 - 8 + ... + 256  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) -171 2) -85 3) 85 * 4) 171 
 
ตัวอยางที่ 16 กําหนดให Sn เปนผลบวก n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต ซ่ึงมีอัตราสวนรวมเทากับ 2  
 ถา S10 - S8 = 32 แลวพจนท่ี 9 ของอนุกรมน้ีเทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 3

16  2) 3
20  3) 3

26  * 4) 3
32  

 
ตัวอยางที่ 17 กําหนดให a1, a2, a3, ... เปนลําดับเรขาคณิต ถา a2 = 8 และ a5 = -64 แลวผลบวกของ 10  

พจนแรกของลําดับนี้เทากับขอใด 
 1) 2048 2) 1512 *3) 1364 4) 1024 
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ความนาจะเปน 
 
 กฎเกณฑเบื้องตนเกี่ยวกับการนับ 
 1. กฎการบวก ถาการทํางานอยางหนึ่งแบงออกเปน k กรณี 
   โดยท่ีกรณีท่ี 1 มีจํานวน n1 วิธี 
    กรณีท่ี 2 มีจํานวน n2 วิธี 
    กรณีท่ี 3 มีจํานวน n3 วิธี 
    M   M  
    กรณีท่ี k มีจํานวน nk วิธี 
   ดังน้ัน จํานวนวิธีในการทํางานท้ังหมดจะเทากับ n1 + n2 + n3 + ... + nk วิธี  
 2. กฎการคูณ ถาการทํางานอยางหนึ่งแบงออกเปน k ขั้นตอน 
   โดยท่ีขั้นตอนที่ 1 มีจํานวน n1 วิธี 
    ขั้นตอนที่ 2 มีจํานวน n2 วิธี 
    ขั้นตอนที่ 3 มีจํานวน n3 วิธี 
     M   M  
    ขั้นตอนที่ k มีจํานวน nk วิธี 
   ดังน้ัน จํานวนวิธีในการทํางานท้ังหมดจะเทากับ n1 × n2 × n3 × ... × nk วิธี  
 แฟกทอเรียล 
 นิยาม กําหนดให n เปนจํานวนเต็มท่ีมีคามากกวาหรือเทากับ 0 ขึ้นไป 
   n! = n × (n - 1) × (n - 2) × (n - 3) × ... × 3 × 2 × 1 
 เชน 5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 
   8! = 8 × 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1 
  * 0! = 1 
 
ตัวอยางที่ 1 ในการคัดเลือกคณะกรรมการหมูบานซ่ึงประกอบดวยประธานฝายชาย 1 คน ประธานฝายหญิง   

1 คน กรรมการฝายชาย 1 คน และกรรมการฝายหญิง 1 คน จากผูสมัครชาย 4 คน และหญิง   
8 คน มีวิธีการเลือกคณะกรรมการไดก่ีวิธี 

 1) 168 วิธี 2) 324 วิธี * 3) 672 วิธี 4) 1344 วิธี 
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ตัวอยางที่ 2 มาลีตองการเดินทางจากเมือง A ไปยังเมือง C โดยตองเดินทางผานไปยังเมือง B กอน จากเมือง A 
ไปเมือง B มาลีสามารถเลือกเดินทางโดยรถยนต รถไฟ หรือเครื่องบินได แตจากเมือง B ไป   
เมือง C สามารถเดินทางไปทางเรือ รถยนต รถไฟ หรือเครื่องบิน ขอใดตอไปนี้คือจํานวนวิธีใน 
การเดินทางจากเมือง A ไปยังเมือง C ท่ีจะตองเดินทางโดยรถไฟเปนจํานวน 1 ครั้ง 

 * 1) 5 2) 6 3) 8 4) 9 
 
ตัวอยางที่ 3 ครอบครัวหนึ่งมีพ่ีนอง 6 คน เปนชาย 2 คน หญิง 4 คน จํานวนวิธีท่ีจะจัดใหคนท้ัง 6 คนยืนเรียงกัน

เพ่ือถายรูป โดยใหชาย 2 คนยืนอยูริมสองขางเสมอเทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 12 วิธี 2) 24 วิธี 3) 36 วิธี * 4) 48 วิธี 
 
ตัวอยางที่ 4 ตูนิรภัยมีระบบล็อกท่ีเปนรหัสประกอบดวยเลขโดด 0 ถึง 9 จํานวน 3 หลัก จํานวนรหัสท้ังหมดท่ีมี

บางหลักซํ้ากัน คือเทาใด (ตอบ 280) 
 
ตัวอยางที่ 5 จํานวนวิธีในการจัดใหหญิง 3 คน และชาย 3 คน น่ังเรียงกันเปนแถว โดยใหสามีภรรยาคูหนึ่งน่ัง

ติดกันเสมอ มีท้ังหมดก่ีวิธี (ตอบ 240 วิธี) 
 
 การทดลองสุม คือ การทดลองใดๆ ซ่ึงทราบวาผลลัพธอาจจะเปนอะไรไดบาง แตไมสามารถทํานายผล
ลวงหนาได 
 ความนาจะเปน คือ อัตราสวนระหวางจํานวนสมาชิกของเหตุการณท่ีสนใจกับจํานวนสมาชิกของแซมเปลสเปซ 
เขียนแทนดวย P(E) 
 ความนาจะเปนของเหตุการณ E คือ  P(E) = n(S)

n(E)  

 โดยท่ี n(E) คือ จํานวนของเหตุการณท่ีสนใจ 
  n(S) คือ จํานวนเหตุการณท่ีเปนไปไดท้ังหมด 
  
 สมบัติของความนาจะเปน 
 1. 0 ≤ P(E) ≤ 1 
 2. P(φ) = 0, P(S) = 1 
 3. P(E1U E2) = P(E1) + P(E2) - P(E1I E2) 
 4. P(E1U E2U E3) = P(E1) + P(E2) + P(E3) - P(E1I E2) - P(E1I E3) - P(E2I E3) 
   + P(E1I E2I E3) 
 5. P(E) = 1 - P(E′) เมื่อ P(E′) แทนความนาจะเปนของเหตุการณท่ีไมตองการ 
 
 
 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (35) 

ตัวอยางที่ 6 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. การทดลองสุมเปนการทดลองที่ทราบวาผลลัพธอาจเปนอะไรไดบาง 
  ข. แตละผลลัพธของการทดลองสุมมีโอกาสเกิดขึ้นเทาๆ กัน 
 ขอสรุปใดตอไปนี้ถูกตอง 
 1) ก. และ ข. ถูก * 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. และ ข. ผิด 
 
ตัวอยางที่ 7 โรงเรียนแหงหนึ่งมีรถโรงเรียน 3 คัน นักเรียน 9 คน กําลังเดินไปขึ้นรถโรงเรียนโดยสุม ความ

นาจะเปนท่ีไมมีนักเรียนคนใดขึ้นรถคันแรกเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 
9

3
1 





  * 2) 

9
3
2 





  3) 

3
9
1 





  4) 

3
9
2 





  

 
ตัวอยางที่ 8 โรงแรมแหงหนึ่งมีหองวางช้ันท่ีหนึ่ง 15 หอง ช้ันท่ีสอง 10 หอง ช้ันท่ีสาม 25 หอง ถาครูสมใจ

ตองการเขาพักในโรงแรมแหงน้ีโดยวิธีสุมแลว ความนาจะเปนท่ีครูสมใจจะไดเขาพักหองช้ันท่ีสอง
ของโรงแรมเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 10
1  * 2) 5

1   3) 10
3   4) 2

1   

 
ตัวอยางที่ 9 ในการหยิบบัตรสามใบ โดยหยิบทีละใบจากบัตรสี่ใบ ซ่ึงมีหมายเลข 0, 1, 2 และ 3 กํากับ ความ

นาจะเปนท่ีจะไดผลรวมของตัวเลขบนบัตรสองใบแรกนอยกวาตัวเลขบนบัตรใบท่ีสามเทากับขอใด 
 *1) 4

1  2) 4
3  3) 2

1  4) 3
2  

 
ตัวอยางที่ 10 กลอง 12 ใบ มีหมายเลขกํากับเปนเลข 1, 2, ... , 12 และกลองแตละใบบรรจุลูกบอล 4 ลูก เปนลูกบอล

สีดํา สีแดง สีขาว และสีเขียว ถาสุมหยิบลูกบอลจากกลองแตละใบ ใบละ 1 ลูก แลวความนาจะเปน
ท่ีจะหยิบไดลูกบอลสีแดงจากกลองหมายเลขคี่ และไดลูกบอลสีดําจากกลองหมายเลขคูเทากับขอใด
ตอไปนี้ 

 1) 
2

12
1 





  *2) 

12
4
1 





  3) 

12
2
1 





  4) 

4
12
1 





  

 
ตัวอยางที่ 11 กําหนดให A = {1, 2, 3} 
   B = {5, 6, ... , 14} 
 และ r = {(m, n) | m ∈ A และ n ∈ B} 
 ถาสุมหยิบคูอันดับ 1 คู จากความสัมพันธ r แลวความนาจะเปนท่ีจะไดคูอันดับ (m, n) ซ่ึง 5 หาร 

n แลวเหลือเศษ 3 เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 15

1  2) 10
1  *3) 5

1  4) 5
3  

 
 



 

คณิตศาสตร (36)_______________________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 

ตัวอยางที่ 12 ชางไฟคนหนึ่งสุมหยิบบันได 1 อันจากบันได 9 อัน ซ่ึงมีความยาว 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 และ 
12 ฟุต แลวนํามาพาดกับกําแพง โดยใหปลายขางหนึ่งหางจากกําแพง 3 ฟุต ความนาจะเปนท่ี
บันไดจะทํามุมกับพ้ืนราบนอยกวา 60° มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 9
1  * 2) 9

2  3) 9
3  4) 9

4  

 
ตัวอยางที่ 13 ถาสุมตัวเลขหนึ่งตัวจากขอมูลชุดใดๆ ซ่ึงประกอบดวยตัวเลข 101 ตัว แลวขอใดตอไปนี้ถูก 
 *1) ความนาจะเปนท่ีตัวเลขท่ีสุมไดมีคานอยกวาคามัธยฐาน < 2

1  

 2) ความนาจะเปนท่ีตัวเลขท่ีสุมไดมีคานอยกวาคาเฉลี่ยเลขคณิต < 2
1   

 3) ความนาจะเปนท่ีตัวเลขท่ีสุมไดมีคานอยกวาคามัธยฐาน > 2
1   

 4) ความนาจะเปนท่ีตัวเลขท่ีสุมไดมีคานอยกวาคาเฉลี่ยเลขคณิต > 2
1   

 
ตัวอยางที่ 14 ทาสีเหรียญสามอันดังน้ี เหรียญแรกดานหนึ่งทาสีขาว อีกดานหนึ่งทาสีแดง เหรียญท่ีสองดานหนึ่ง

ทาสีแดง อีกดานหนึ่งทาสีฟา เหรียญท่ีสามดานหนึ่งทาสีฟา อีกดานหนึ่งทาสีขาว โยนเหรียญท้ัง
สามข้ึนพรอมกัน  ความนาจะเปนท่ีเหรียญจะขึ้นหนาตางสีกันท้ังหมดเปนดังขอใด 

 1) 2
1  *2) 4

1  3) 8
1  4) 16

1  

 
ตัวอยางที่ 15 กลองใบหนึ่งบรรจุสลากหมายเลข 1-10 หมายเลขละ 1 ใบ ถาสุมหยิบสลากจํานวนสองใบ โดย

หยิบทีละใบแบบไมใสคืน ความนาจะเปนท่ีจะหยิบไดสลากหมายเลขต่ํากวา 5 เพียงหนึ่งใบเทาน้ัน 
เทากับขอใด 

 1) 9
2   *2) 15

8  3) 35
2  4) 156

11  

 
ตัวอยางที่ 16 ในการวัดสวนสูงนักเรียนแตละคนในชั้น พบวานักเรียนท่ีสูงท่ีสุดสูง 177 เซนติเมตร และนักเรียนท่ี

เตี้ยท่ีสุดสูง 145 เซนติเมตร พิจารณาเซตของสวนสูงตอไปนี้ 
 S = {H|H เปนสวนสูงในหนวยเซนติเมตรของนักเรียนในช้ัน} 
 T = {H = |145 ≤ H ≤ 177} 
 เซตใดถือเปนปริภูมิตัวอยาง (แซมเปลสเปซ)  สําหรับการทดลองสุมน้ี 
 1) S และ T     *2)  S เทาน้ัน 
 3) T เทาน้ัน   4)  ท้ัง S และ T ไมเปนปริภูมิตัวอยาง 
 
ตัวอยางที่ 17 ในการคัดเลือกคณะกรรมการชุดหนึ่ง ซ่ึงประกอบดวย ประธาน รองประธาน และเลขานุการ 

อยางละ 1 คน จากหญิง 6 คน และชาย 4 คน ความนาจะเปนท่ีคณะกรรมการชุดน้ี จะมีประธาน
และรองประธานเปนหญิงเทากับขอใด 

 1) 18
1  2) 12

1  3) 9
1  *4) 3

1  



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (37) 

สถิติ 
 
 สถิติเชิงพรรณนา (Descriptive) คือ การวิเคราะหขั้นตนท่ีมุงวิเคราะห เพ่ืออธิบายลักษณะกวางๆ ของ
ขอมูลชุดน้ัน เชน การวัดคาแนวโนมเขาสูสวนกลาง คาวัดการกระจาย การแจกแจงความถ่ีของขอมูล และการ
นําเสนอผลสรุปดวยตาราง แผนภูมิแทง เพ่ืออธิบายขอมูลชุดน้ัน 
 สถิติเชิงอนุมาน (Inferential Statistice) คือ การวิเคราะหขอมูลท่ีเก็บรวบรวมไดจากตัวอยางเพ่ือ
อางอิงไปถึงขอมูลท้ังหมด 
 องคประกอบของสถิติ 
 1. การเก็บรวบรวมขอมูล เชน การสอบถาม การสังเกต การทดลอง เปนตน 
 2. การวิเคราะหขอมูล โดยขอมูลท่ีนํามาวิเคราะหเพียงสวนหนึ่ง เรียกวา กลุมตัวอยางและขอมูลท่ีเลือก
มาจากขอมูลท้ังหมด เรียกวา ประชากร 
 3. การนําเสนอขอสรุป 
 ขอมูล คือ ขอความจริงหรือสิ่งท่ีบงบอกถึงสภาพ สถานการณหรือปรากฏการณ โดยท่ีขอมูลอาจเปน
ตัวเลขหรือขอความก็ได 
 สารสนเทศหรือขาวสาร คือ ขอมูลท่ีผานการวิเคราะหเบ้ืองตนหรือขั้นสูงแลว 
 ประเภทของขอมูล 
 1. แบงตามวิธีเก็บ 
  1.1 ขอมูลปฐมภูมิ คือ ขอมูลท่ีผูใชเก็บรวบรวมเอง เชน การสํามะโน การสํารวจกลุมตัวอยาง 
  1.2 ขอมูลทุติยภูมิ คือ ขอมูลท่ีไดจากผูอื่นเก็บรวบรวมไวแลว เชน รายงาน บทความ เปนตน 
 2. แบงตามลักษณะของขอมูล 
  2.1 ขอมูลเชิงปริมาณ คือ ขอมูลท่ีใชแทนขนาดหรือปริมาณซ่ึงวัดออกมาเปนจํานวนท่ีสามารถ
นํามาใชเปรียบเทียบกันไดโดยตรง 
  2.2 ขอมูลเชิงคุณภาพ คือ ขอมูลท่ีไมสามารถวัดออกมาไดโดยตรง แตอธิบายลักษณะหรือคุณสมบัติ
ในเชิงคุณภาพได 
 
ตัวอยางที่ 1 ขอใดตอไปนีเ้ปนเท็จ 
 1) สถิติเชิงพรรณนาคือสถิติของการวิเคราะหขอมูลขั้นตนท่ีมุงอธิบายลักษณะกวางๆ ของขอมูล 
 2) ขอมูลท่ีเปนหมายเลขที่ใชเรียกสายรถโดยสารประจําทางเปนขอมูลเชิงคุณภาพ  
 *3) ขอมูลปฐมภูมิคือขอมูลท่ีผูใชเก็บรวบรวมจากแหลงขอมูลโดยตรง  
 4) ขอมูลท่ีนักเรียนรวบรวมจากรายงานตางๆ ท่ีไดจากหนวยงานราชการเปนขอมูลปฐมภูมิ 
  
 
 
 



 

คณิตศาสตร (38)_______________________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 

ตัวอยางที่ 2 ครูสอนวิทยาศาสตรมอบหมายใหนักเรียน 40 คน ทําโครงงานตามความสนใจ หลังจากตรวจ
รายงานโครงงานของทุกคนแลว ผลสรุปดังน้ี 

 
ผลการประเมิน จํานวนโครงงาน

ดีเย่ียม 
ดี 

พอใช 
ตองแกไข 

3 
20 
12 
5 

 
 ขอมูลท่ีเก็บรวบรวม เพ่ือใหไดผลสรุปขางตนเปนขอมูลชนิดใด 
 1) ขอมูลปฐมภูมิ  เชิงปริมาณ 2) ขอมูลทุติยภูมิ  เชิงปริมาณ 
 *3) ขอมูลปฐมภูมิ  เชิงคุณภาพ 4) ขอมูลทุติยภูมิ  เชิงคุณภาพ 
 
 การวิเคราะหขอมูลเบื้องตน 
 ขอมูลเชิงปริมาณท่ีใชในการวิเคราะหทางสถิติมีสองประเภท คือ ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถ่ี ซ่ึงจะเห็นคา
ของขอมูลทุกตัวและขอมูลท่ีแจกแจงความถ่ี จะเห็นเปนอันตรภาคชั้น 
   ความกวางของอันตรภาพช้ัน = ขอบบน - ขอบลาง 
   จุดก่ึงกลางอันตรภาคชั้น = (ขอบบน + ขอบลาง) ÷ 2 
 ฮิสโทแกรม คือ รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากวางเรียงตอกันบนแกนนอน โดยมีแกนนอนแทนคาของตัวแปร ความกวาง
ของสี่เหลี่ยมมุมฉากแทนความกวางของอันตรภาคชั้น และพื้นท่ีของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากแทนความถ่ีของแตละ   
อันตรภาคชั้น ซ่ึงถาความกวางของทุกช้ันเทากัน ความสูงของรูปสี่เหลี่ยมจะแสดงความถี่ 
 แผนภาพตน-ใบ (Stem-and-Leaf Plot) เปนวิธีการสรางแผนภาพเพ่ือแจกแจงความถ่ีและวิเคราะห
ขอมูลเบ้ืองตน โดยเริ่มจากการนําขอมูลมาแบงกลุม โดยใชเลขหลักสิบ แลวนํามาสรางเปนลําตน (Stem) แลวใช
เลขโดดในหลักหนวยมาสรางเปนใบ (Leaf) 
 การวัดตําแหนงของขอมูล : มีสองขั้นตอน คือ การหาตําแหนงและการหาคา 
 1. ควอรไทล (Quartiles) คือ การแบงขอมูลออกเปน 4 สวนเทาๆ กัน โดย Q1, Q2, และ Q3 คือ 
คะแนนของตัวแบงท้ัง 3 ตัว 
 2. เดไซล (Deciles) คือ การแบงขอมูลออกเปน 10 สวนเทาๆ กัน โดย D1, D2, ..., D9 คือ คะแนนของ
ตัวแบงท้ัง 9 ตัว 
 3. เปอรเซ็นไทล (Percentiles) คือ การแบงขอมูลออกเปน 100 สวนเทาๆ กัน มี P1, ..., P99          
คือ คะแนนของตัวแบงท้ัง 99 ตัว 
   การหาตําแหนง  :  ตําแหนงของ Qr คือ 4

1)r(N +  

     ตําแหนงของ Dr คือ 10
1)r(N +  

     ตําแหนงของ Pr คือ 100
1)r(N +   

   การหาคา : ใชการเทียบบัญญัติไตรยางค 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (39) 

 หมายเหต ุเมื่อหาคาขอมูลท่ีมีคาสูงสุด ต่ําสุด Q1, Q2 และ Q3 สามารถนํามาสรางแผนภาพกลอง (Box-
and-Whisker Plot หรือ Box-Plot) โดยแผนภาพจะทําใหเราทราบถึงลักษณะการกระจายของขอมูล 
  
 การวัดแนวโนมเขาสูสวนกลาง 
 1. คาเฉลี่ยเลขคณิต, Mean, x  

  x  ของขอมูลท่ีไมแจกแจงความถ่ี x  = N

N

1  i
ix∑

=  

  x  ของขอมูลท่ีแจกแจงความถ่ี x  = N

k

1  i
ixif∑

=   

 ขอสังเกต 1. ∑
=

N

1 i
ix = N x  

  2. )
N

1 i
xi(x   ∑

=
-  = 0 

  3. 2)
N

1 i
ai(x   ∑

=
-  มีคานอยท่ีสุดเมื่อ a = x  

  4. ถา x1, x2, x3, ... , xn มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน x   
    x1 + k, x2 + k, x3 + k, ... , xn + k มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน x  + k 
    x1k, x2k, x3k, ..., xnk มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน x k 

  5. x  รวม = 
22

2211
N  N

xN xN
+
+  

 2. มัธยฐาน, Median, Me 
  Me สําหรับขอมูลท่ีไมแจกแจงความถ่ี 
   Me =  คาของขอมูลตําแหนงตรงกลาง (ตัวท่ี 2

1N + ) เมื่อเรียงลําดับขอมูลแลว 
 ขอสังเกต 1. การหามัธยฐานมีสองขั้นตอน คือ หาตําแหนง และหาคาโดยใชสูตรหรือการเทียบบัญญัติไตรยางค 

  2. ∑
=

N

1 i
|aix|   -  มีคานอยสุดเมื่อ a = Me 

 3. ฐานนิยม, Mode, Mo 
  Mo สําหรับขอมูลท่ีไมแจกแจงความถ่ี 
  Mo  = คาของขอมูลท่ีมีความถ่ีมากท่ีสุด 
 ขอสังเกต ใชไดกับขอมูลเชิงคุณภาพ 
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ตัวอยางที่ 3 สวนสูงของพ่ีนอง 2 คน มีพิสัยเทากับ 12 เซนติเมตร มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 171 เซนติเมตร 
ขอใดตอไปนี้เปนสวนสูงของพ่ีหรือนองคนใดคนหนึ่ง 

 1) 167 เซนติเมตร   2) 172 เซนติเมตร 
 3) 175 เซนติเมตร   *4) 177 เซนติเมตร 
 
ตัวอยางที่ 4 ขอมูลชุดหนึ่งประกอบดวย 4, 9, 2, 7, 6, 5, 4, 6, 3, 4  
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) คาเฉลี่ยเลขคณิต < ฐานนิยม < มัธยฐาน *2) ฐานนิยม < มัธยฐาน < คาเฉลี่ยเลขคณิต   
 3) ฐานนิยม < คาเฉลี่ยเลขคณิต < มัธยฐาน 4) มัธยฐาน < ฐานนิยม  < คาเฉลี่ยเลขคณิต   
 
ตัวอยางที่ 5 ความสูงในหนวยเซนติเมตรของนักเรียนกลุมหนึ่งซ่ึงมี 10 คน เปนดังน้ี 
  155, 157, 158, 158, 160, 161, 161, 163, 165, 166 
 ถามีนักเรียนเพ่ิมขึ้นอีกหนึ่งคน ซ่ึงมีความสูง 158 เซนติเมตร แลวคาสถิติใดตอไปนี้ไมเปลี่ยนแปลง 
 1) คาเฉลี่ยเลขคณิต 2) มัธยฐาน 3) ฐานนิยม *4) พิสัย 
 
ตัวอยางที่ 6 การเลือกใชคากลางของขอมูลควรพิจารณาสิ่งตอไปนี้ ยกเวนขอใด 
 1) ลักษณะของขอมูล   *2) วิธีจัดเรียงลําดับขอมูล  
 3) จุดประสงคของการนําไปใช 4) ขอดีและขอเสียของคากลางแตละชนิด 
 
ตัวอยางที่ 7 คาเฉลี่ยเลขคณิตของน้ําหนักของพนักงานของบริษัทแหงหนึ่ง เทากับ 48.01 กิโลกรัม บริษัทนี้มี

พนักงานชาย 43 คน และพนักงานหญิง 57 คน ถาคาเฉลี่ยเลขคณิตของน้ําหนักพนักงานหญิงง
เทากับ 45 กิโลกรัม แลวนํ้าหนักของพนักงานชายท้ังหมดรวมกันเทากับขอใด 

 *1) 2,236 กิโลกรัม 2) 2,279 กิโลกรัม 3) 2,322 กิโลกรัม 4) 2,365 กิโลกรัม 
 
ตัวอยางที่ 8 แผนภาพตน-ใบของน้ําหนักในหนวยกรัมของไขไก 10 ฟอง เปนดังน้ี 

5 
6 
7 
8 

7    8 
7    8    9 
0    4    4    7 
1 

 ขอสรุปใดเปนเท็จ 
        1) ฐานนิยมของน้ําหนักไขไกมีเพียงคาเดียว 
        2) คาเฉลี่ยเลขคณิตและมัธยฐานของน้ําหนักไขไกมีคาเทากัน 
        3) มีไขไก 5 ฟองท่ีมีนํ้าหนักนอยกวา 70 กรัม 
 *4) ไขไกท่ีมีนํ้าหนักสูงกวาฐานนิยม มีจํานวนมากกวาไขไกท่ีมีนํ้าหนักเทากับฐานนิยม 
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ตัวอยางที่ 9 สําหรับขอมูลเชิงปริมาณใดๆ ท่ีมีคาสถิติตอไปนี้ คาสถิติใดจะตรงกับคาของขอมูลคาหนึ่งเสมอ 
 1) พิสัย 2) คาเฉลี่ยเลขคณิต 3) มัธยฐาน *4)  ฐานนิยม 
 
ตัวอยางที่ 10 ขอมูลตอไปนี้แสดงน้ําหนักในหนวยกิโลกรัม ของนักเรียนกลุมหนึ่ง 
  41, 88, 46, 42, 43, 49, 44, 45, 43, 95, 47, 48 
 คากลางในขอใดเปนคาท่ีเหมาะสมท่ีจะเปนตัวแทนของขอมูลชุดน้ี  
 *1) มัธยฐาน   2) ฐานนิยม 
 3) คาเฉลี่ยเลขคณิต   4) คาเฉลี่ยของคาสูงสุดและคาต่ําสุด 
 
 การวัดการกระจายของขอมูล 
 1. พิสัย (Range) Range = xmax - xmin 
 2. สวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation) 

   S.D. = N

N

1  i

2)x  i(x∑
=

-

 =    N
2x

N

1  i

2
ix

-
∑
=  

 ขอสังเกต 1. ความแปรปรวน (Variance) = S.D.2 = S2 
  2. S.D. ≥ 0 
  3. S.D. = 0 ↔ x1 = x2 = ... = xn = x  
  4. ถา x1, x2, ..., xn มีสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเปน S.D. ความแปรปรวนเปน S.D.2 
     x1 + k, x2 + k, ..., xn + k มีสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเปน S.D. ความแปรปรวนเปน S.D.2 
     x1k, x2k, ..., xnk มีสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเปน S.D.|k| ความแปรปรวนเปน S.D.2k2 
  5. The 95% Rule กลาววา มีจํานวนขอมูลท่ีอยูในชวง ( x  - 2s, x  + 2s) ประมาณ 95% 
ของจํานวนขอมูลท้ังหมด 
  6. โดย The 95% Rule ไดวา s ≈ 4

Range  

 ความสัมพันธของ x , Me และ Mo 
  

x  = Me = Mo x  > Me > Mo x  < Me < Mo
โคงปกติ โคงเบขวา โคงเบซาย 
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 การสํารวจความคิดเห็น 
 1. ขอบเขตของการสํารวจ กําหนดดวยพ้ืนท่ี ลักษณะผูใหขอมูล การมีสวนไดสวนเสียกับขอมูล 
 2. วิธีเลือกตัวอยาง การสุมตัวอยาง (Sampling) การเลือกตัวอยางแบบช้ันภูมิ การเลือกตัวอยางแบบ
หลายขั้นและการเลือกตัวอยางแบบกําหนดโควตา 
 3. การสรางแบบสํารวจความคิดเห็น แบบสํารวจท่ีดีประกอบดวย ลักษณะของผูตอบที่คาดวามีผลตอ
การแสดงความคิดเห็น ความคิดเห็นของผูตอบในดานตางๆ และขอเสนอแนะ โดยตองไมเปนคําถามท่ีช้ีนํา และมี
จํานวนไมมากเกินไป ตลอดจนความสอดคลองของความรูของผูใหขอมูลกับเรื่องท่ีสอบถาม 
 4. การประมวลผลและวิเคราะหความคิดเห็น 
  1. รอยละของผูตอบแบบสํารวจความคิดเห็นในแตละดานท่ีเก่ียวของ 
  2. ระดับความคิดเห็นเฉลี่ย 
 
ตัวอยางที่ 11 ขอมูลชุดหนึ่งมีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 20 มัธยฐานเทากับ 25 และฐานนิยมเทากับ 30 ขอสรุปใด

ตอไปนี้ถูกตอง 
 *1)  ลักษณะการกระจายของขอมูลเปนการกระจายที่เบทางซาย 
 2) ลักษณะการกระจายของขอมูลเปนการกระจายที่เบทางขวา 
 3) ลักษณะการกระจายของขอมูลเปนการกระจายแบบสมมาตร 
 4) ไมสามารถสรุปลักษณะการกระจายของขอมูลได 
 
ตัวอยางที่ 12 พิจารณาขอมูลตอไปนี้ 10, 5, 6, 9, 12, 15, 8, 18 คาของ P80 ใกลเคียงกับขอใดตอไปนีม้ากที่สุด 
 1) 15.1 2) 15.4 * 3) 15.7 4) 16.0 
 
ตัวอยางที่ 13 ในกรณีท่ีมีขอมูลจํานวนมาก การนําเสนอขอมูลในรูปแบบใดตอไปนี้ทําใหเห็นการกระจายของ

ขอมูลไดชัดเจนนอยที่สุด 
 1) ตารางแจกแจงความถ่ี   2) แผนภาพตน-ใบ 
 3) ฮิสโทแกรม   *4) การแสดงคาสังเกตทุกคา 
 
ตัวอยางที่ 14 จากการสอบถามเยาวชนจํานวน 12 คน วาเคยฟงพระธรรมเทศนามาแลวจํานวนกี่ครั้ง ปรากฏผล

ดังแสดงในแผนภาพตอไปนี้ 

1 2 30
1
2
3

4 5 6

4
5

นจํานวนเยาวช

าระธรรมเทศนที่เคยฟงพจํานวนครั้ง
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 มัธยฐานของขอมูลนี้คือขอใด 
 * 1)  3 ครั้ง 2) 3.25 ครั้ง 3) 3.5 ครั้ง 4) 4 ครั้ง 
 
ตัวอยางที่ 15 ขอใดตอไปนี้มีผลกระทบตอความถูกตองของการตัดสินใจโดยใชสถิติ ยกเวนขอใด 
 1) ขอมูล 2) สารสนเทศ 3) ขาวสาร * 4) ความเช่ือ 
 
ตัวอยางที่ 16 คะแนนสอบความรูท่ัวไปของนักเรียน 200 คน นําเสนอโดยใชแผนภาพกลองดังน้ี 
 

10 12 16 18 24   
 ขอใดเปนเท็จ 
 1) จํานวนนักเรียนท่ีทําได 12 ถึง 16 คะแนน มีเทากับจํานวนนักเรียนท่ีทําได 16 ถึง 18 คะแนน 
 *2) จํานวนนักเรียนท่ีทําได 12 ถึง 18 คะแนน มีเทากับจํานวนนักเรียนท่ีทําได 18 ถึง 24 คะแนน 
 3) จํานวนนักเรียนท่ีทําได 10 ถึง 12 คะแนน มีเทากับจํานวนนักเรียนท่ีทําได 18 ถึง 24 คะแนน 
 4) จํานวนนักเรียนท่ีทําได 10 ถึง 16 คะแนน มีเทากับจํานวนนักเรียนท่ีทําได 16 ถึง 24 คะแนน 
 
ตัวอยางที่ 17 จากการตรวจสอบลําดับท่ีของคะแนนสอบของนาย ก และนาย ข ในวิชาคณิตศาสตรท่ีมีผูเขาสอบ  

400 คน ปรากฏวานาย ก สอบไดคะแนนอยูในตําแหนงควอรไทลท่ี 3 และนาย ข สอบไดคะแนน
อยูในตําแหนงเปอรเซ็นไทลท่ี 60 จํานวนนักเรียนท่ีสอบไดคะแนนระหวางคะแนนของนาย ก และ
นาย ข มีประมาณกี่คน 

 1) 15 คน 2) 30 คน 3) 45 คน *4) 60 คน 
 
ตัวอยางที่ 18 ขอมูลชุดหนึ่ง มีบางสวนถูกนําเสนอในตารางตอไปนี้ 
 

อันตรภาคชั้น ความถี่ ความถี่สะสม ความถี่สัมพัทธ
2-6 
7-11 
12-16 
17-21 

 
 
 
6 

 
11 
14 

 
0.2 
 

0.3 
 
 ชวงคะแนนใดเปนชวงคะแนนที่มีความถ่ีสูงสุด 
 *1) 2-6 2) 7-11   3) 12-16 4) 17-21   
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ตัวอยางที่ 19 จํานวนผูวางงานท่ัวประเทศในเดือนกันยายน ป พ.ศ. 2551 มีจํานวนท้ังสิ้น 4.29 แสนคน ตาราง
เปรียบเทียบอัตราการวางงานในเดือนกันยายน ป พ.ศ. 2550 กับป พ.ศ. 2551 เปนดังน้ี 
 

อัตราการวางงานในเดือนกันยายน (จํานวนผูวางงานตอ
จํานวน ผูอยูในกําลังแรงงานคูณ  100) พ้ืนที่สํารวจ 

ปพ.ศ.  2550 ปพ.ศ.  2551 
ภาคใต 
ภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 
ภาคเหนือ 
ภาคกลาง (ยกเวนกรุงเทพมหานคร) 
กรุงเทพมหานคร 
ท่ัวประเทศ 

1.0 
0.9 
1.5 
1.3 
1.2 
1.2 

1.0 
1.3 
1.2 
0.9 
1.2 
1.1 

 
 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. จํานวนผูวางงานในภาคใตในเดือนกันยายนของป พ.ศ. 2550 และของป พ.ศ. 2551 เทากัน 
  ข. จํานวนผูอยูในกําลังแรงงานท่ัวประเทศในเดือนกันยายนป พ.ศ. 2551 มีประมาณ 39 ลานคน 
 ขอใดถูกตอง 
 1) ก. และ ข. 2) ก. เทาน้ัน *3) ข. เทาน้ัน 4) ก. และ ข. ผิด 
 
ตัวอยางที่ 20 ในการใชสถิติเพ่ือการตัดสินใจและวางแผน สําหรับเรื่องท่ีจําเปนตองมีการใชขอมูลและสารสนเทศ  

ถาขาดขอมูลและสารสนเทศดังกลาว ผูตัดสินใจควรทําขั้นตอนใดกอน 
 1) เก็บรวบรวมขอมูล   2) เลือกวิธีวิเคราะหขอมูล 
 3) เลือกวิธีเก็บรวบรวมขอมูล *4) กําหนดขอมูลท่ีจําเปนตองใช 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (45) 

 

เนื้อหา ในสวน 
ที่ครูSup’kรับผิดชอบ

PAT1 
มี.ค.52 

PAT1 
ก.ค.52 

PAT1 
ต.ค.52 

PAT1 
มี.ค.53 

PAT1 
ก.ค.53 

PAT1 
ต.ค.53 

ระดับขอสอบ ปานกลาง งาย ปานกลาง ยาก ยาก ยากมาก
โจทยปญหาเชาวน 

แนวจํานวนกับตัวเลข 
- - - 3 ขอ 3 ขอ 3 ขอ 

โจทยปญหาเชาวน 
แนวโอเปอรเรช่ันใหมๆ

- - - 1 ขอ 1 ขอ 2 ขอ 

โจทยปญหาเชาวน 
แนวลําดับ VS  
ทํานายตัวเลข 

1 ขอ - - 1 ขอ 2 ขอ - 

โจทยปญหาเชาวน 
แนวตรรกศาสตร 

2 ขอ 2 ขอ 2 ขอ 1 ขอ - - 

โจทยปญหาเชาวนอื่นๆ - - 1 ขอ 1 ขอ 1 ขอ - 
เอกโปเนนเชียล 2 ขอ 1 ขอ 1 ขอ 4 ขอ 3 ขอ 2 ขอ 

ลอการิทึม 1 ขอ 2 ขอ 2 ขอ 1 ขอ 2 ขอ 3 ขอ 
ตรรกศาสตร 1 ขอ 2 ขอ 2 ขอ 2 ขอ 2 ขอ 2 ขอ 

ระบบจํานวนจริง 3 ขอ 3 ขอ 2 ขอ 1 ขอ 1 ขอ 1 ขอ 
ทฤษฎีจํานวน 1 ขอ 1 ขอ 1 ขอ 1 ขอ - 1 ขอ 

เรขาคณิตวเิคราะห - - - 2 ขอ 1 ขอ 1 ขอ 
ภาคตัดกรวย 4 ขอ 4 ขอ 5 ขอ 1 ขอ 1 ขอ 2 ขอ 
ความสัมพันธ 2 ขอ 1 ขอ - 1 ขอ - - 

ฟงกชัน 1 ขอ 2 ขอ 2 ขอ 2.5 ขอ 3 ขอ 2 ขอ 
 



 

คณิตศาสตร (46)_______________________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 

เนื้อหา ในสวน 
ที่ครูSup’kรับผิดชอบ

PAT1 
มี.ค.52 

PAT1 
ก.ค.52 

PAT1 
ต.ค.52 

PAT1 
มี.ค.53 

PAT1 
ก.ค.53 

PAT1 
ต.ค.53 

เมตริกซ และ ดีเทอร-
มินันต 3 ขอ 3 ขอ 3 ขอ 2 ขอ 3 ขอ 2 ขอ 

ตรีโกณพ้ืนฐานใน
วงกลม 

- - - 0.5 ขอ - - 

ตรีโกณประยุกต 1.5 ขอ 1 ขอ 1.5 ขอ 2 ขอ 1 ขอ 2 ขอ 
อินเวอรสตรโีกณ 1 ขอ 1 ขอ 0.5 ขอ 1 ขอ 1 ขอ 1 ขอ 

กฎของsin, กฎของ cos 0.5 ขอ 1 ขอ 1 ขอ - 1 ขอ 1 ขอ 
ลําดับอนุกรมพ้ืนฐาน 2 ขอ 2 ขอ 3 ขอ 2 ขอ 3 ขอ 4 ขอ 
ลําดับเวียนบังเกิด

แปลกๆ 
1 ขอ 1 ขอ - - 2 ขอ 3 ขอ 

อนุกรมประยุกตแปลกๆ - 1 ขอ - 1 ขอ 1 ขอ 3 ขอ 
โจทยเซอรไพสแนว

โอลิมปก 
2 ขอ 1 ขอ - - 2 ขอ 1 ขอ 

รวม 29 ขอ 29 ขอ 27 ขอ 31 ขอ 34 ขอ 36 ขอ 

ขอสอบทั้งหมด 50 ขอ / 
3 ชม. 

50 ขอ / 
3 ชม. 

50 ขอ / 
3 ชม. 

50 ขอ / 
3 ชม. 

50 ขอ / 
3 ชม. 

50 ขอ / 
3 ชม. 

หมายเหต ุ

ชอย  
50 ขอ 

 
ขอละ  

6 คะแนน 
 

ชอย  
50 ขอ 

 
ขอละ  

6 คะแนน 
 

ชอย  
25 ขอ 
ขอละ  

6 คะแนน 
 

เติมคํา  
25 ขอ 
ขอละ  

6 คะแนน

ชอย  
25 ขอ 
ขอละ  

6 คะแนน 
 

เติมคํา  
25 ขอ 
ขอละ  

6 คะแนน 

ชอย  
25 ขอ 
ขอละ  

5 คะแนน 
 

เติมคํา  
25 ขอ 
ขอละ  

7 คะแนน 

ชอย  
25 ขอ 
ขอละ  

5 คะแนน 
 

เติมคํา  
25 ขอ 
ขอละ  

7 คะแนน 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (47) 

 โจทยปญหาเชาวน แนวเตมิตัวเลขในตารางเกาชอง  
BRAN-Pb2.50 (PAT1’ต.ค.53) จากตารางท่ีกําหนดให มีชองวางท้ังหมด 9  ชอง ดังรูป 
  

7
x

10 3
   

 ใหเติมจํานวนเตม็บวก ลงในชองสี่เหลี่ยมชองละ 1  จํานวน 
โดยใหผลบวกของจํานวนในแตละแถว ในแตละหลัก และในแตละแนวทแยงมุม มีคาเทากัน 

 ถาเติมจํานวนเต็มบวก 3, 7, 10 ดังปรากฏในตาราง แลวจํานวน x ในตาราง เทากับเทาใด 
แนวคิดเร็วๆ 
   
 ข้ันที่ 1   ข้ันที่ 2 
   

  

7
x

10 3
    

7
x

10 3
 

 
 
 
 
 
   
 ข้ันที่ 3 (แถม) ข้ันที่ 4 (แถม) ข้ันที่ 5 (แถม) 

  

7

10 3
  

7

10 3
  

7

10 3
  

 
 
 
 
 

 Sup’k Tips 



 

คณิตศาสตร (48)_______________________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 

a c 7
x b d

10 3
S - 13

a c 7
x 6 d

10 3
S - 13

9 2 7
4 6 8
5 10 3

BRAN-Pb2.50 
แนวคิดที่ 2 ตอบ 0004.00    
 สมมติวาผลบวกที่เทากันในแตละทิศทาง คือ S  
 จะได ชองทางซายลางสุด เทากับ S - 13 (ดังรูป) 
 พิจารณาในแนวทแยง (จากมุมซายลางไปยังมุมขวาบน)  
 จะได  (S - 13) + b + 7 = S 
   b = 6 
 พิจารณาในแนวทแยง (จากมุมซายบนไปยังมุมขวาลาง) 
 จะได a + b + 3 = S 
   a + 9 = S ...(1) 
 
 พิจารณาในแถวท่ี 1 
 จะได a + c + 7 = S 
   (a + 9) + c + 7 = S + 9 
   S + c + 7 = S + 9 [โดย (1)] 
   c = 2 
 
 
 พิจารณาหลักท่ี 2 
 จะได  S = c + 6 + 10  =  2 + 6 + 10 = 18 
 โดย (1) จะได a + 9 = 18 
   a = 9 
 
 
   ตารางท่ีสมบูรณ 
   
 พิจารณาหลักท่ี 1 
 จะได a + x + (S - 13) = S 
   9 + x - 13 = 0 
 ดังนั้น x = 4 (ทําใหไดวา d = 8) 
 
 
 
 
 
 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (49) 

 โจทยปญหาเชาวน แนวผลรวมตัวเลขในตาราง 
SheLL2.46 (PAT1’ก.ค.53) ใหเติมจํานวนเต็มบวกลงในชองสี่เหลี่ยม  
 โดยใหผลรวมของจํานวนในชองสี่เหลี่ยมสามชองท่ีติดกัน เทากับ 18 
 

   7    x    8   
   
 คาของ x เทากับเทาใด ตอบ .............................. 
   
SheLL2.47 (PAT1’ก.ค.53) จากตารางท่ีกําหนดให มีชองวาง 16 ชอง ดังรูป 
   

1 5

x 13

แถว (ก)

แถว (ข)

หลัก (ค) หลัก (ง)

    
 ใหเติมจํานวนเตม็บวก 1, 2, 3, ..., 16 ลงในชองสี่เหลี่ยมชองละ 1 จํานวน โดยใหผลบวก 
 ของจํานวนในแตละแถว (แถว (ก) และ แถว (ข)) และแตละหลกั (หลัก (ค) และ หลัก (ง)) 
 มีคาเทา ๆ กัน ถาเติมจํานวนเต็มบวก 1, 5, 13 ดังปรากฏในตารางแลวจํานวน x ในตาราง 
 เทากับเทาใด ตอบ .............................. 
 
 โจทยปญหาเชาวน แนวSudoku 
SheLL2.4 (PAT1’ก.ค.53) ใหเติมจํานวนเต็มบวก 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ลงในชองวางของตาราง 5 × 5 ตอไปนี ้
   

5 4
1 3

5 3
2 3 1

x     
 โดยที่แตละแถวตองมีจํานวนเต็มบวก 1, 2, 3, 4 และ 5  
 และแตละหลักตองมีจํานวนเตม็บวก 1, 2, 3, 4 และ 5 
 จงหาวาจํานวน x ในตาราง เทากับเทาใด ตอบ .............................. 
 
 



 

คณิตศาสตร (50)_______________________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 

 โจทยปญหาเชาวน แนวAlphabetic Problem  
BRAN-Pb1.24 (PAT1’ต.ค.53) พิจารณาการบวกของจํานวนตอไปนี้ 
   A   B 
         C   D 
    E   F   G 
 
 เมื่อ A, B, C, D, E, F, G แทนเลขโดดท่ีแตกตางกัน โดยที่ F = 0 
 และ {A, B, C, D, E, G} = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
 ถาจํานวนสองหลัก AB เปนจํานวนเฉพาะ แลว A + B มีคาเทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 4 2) 5 3) 7 4) 9  
แนวคิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
SupK-Pb2.28.2 (ดักแนว PAT 1) SupK-Pb2.28.3 (ดักแนว PAT 1)   
 ให ตัวอักษรภาษาอังกฤษแตละตวัท่ีแตกตางกัน ให ตัวอักษรภาษาอังกฤษแตละตวัท่ีแตกตางกัน 
 แทน เลขโดดท่ีแตกตางกัน แทน เลขโดดท่ีแตกตางกัน 
 จงหาตัวเลขมาเตมิตัวอักษรองักฤษตอไปนี้ จงหาตัวเลขมาเตมิตัวอักษรองักฤษตอไปนี้ 
 
  S   E    N    D F A T H E R 
        M O R E M O T H E R 
  M O N E Y P A R E N T   
 
 เมื่อตัวอักษร O ในขอนี้ คือ เลขศูนย เมื่อตัวอักษร O ในขอนี้ คือ เลขโดดใดๆ 

+

+ + 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (51) 

 โจทยปญหาเชาวน แนวทฤษฎจํีานวน 
BRAN-Pb2.43 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให a, b, c, d, e, f เปนจํานวนเต็มบวก 
 ถาผลบวกของสองจํานวนที่แตกตางกัน 
 ในเซต {a, b, c, d, e, f) มีท้ังหมด 1 5  จํานวน  
 โดยที่ a < b < c < d < e < f 
 คือ 37, 50, 67, 72, 80, 89, 95, 97,  
            102, 110, 112, 125, 132, 147 และ 155 
 แลวคาของ c + d เทากับเทาใด ตอบ .............................. 
 แนวคิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 โจทยทฤษฎีจํานวน แนวทฤษฎีการหารลงตัว  
BRAN-Pb1.25 (PAT1’ต.ค.53) สําหรับ a และ b เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ 
 นิยาม a * b หมายถึง a = kb สําหรับบางจํานวนเต็มบวก k 
 ถา x, y และ z เปนจํานวนเต็มบวกแลว ขอใดตอไปนี้เปนจริง 
 1. ถา x * y และ y * z แลว (x + y) * z 
 2. ถา x * y และ x * z แลว x * (yz) 
 3. ถา x * y และ x * z แลว x * (y + z) 
 4. ถา x * y แลว y * x 

Sup’k Tips  



 

คณิตศาสตร (52)_______________________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 

 โจทยปญหาเชาวน แนวตรรกศาสตร ผมไมไดพูดโกหก VS นั่งติดกับคนโนน ตรงขามคนนี ้
TF-PAT119. (B-PAT1’ต.ค.51) ในการจัดคน 5 คน ยืนเขาแถวหนากระดาน พบวา 
 - นาย ก ไมยืนขางนาย ข 
 - นาย ค ยืนอยูริม 
 - นาย ง ยืนอยูขางนาย จ และไมยืนอยูกลางแถว 
 ขอใดตอไปนี้เปนไปได 
 1) นาย ก ยืนขางนาย ข  
 2) นาย จ ยืนอยูริมดานหนึ่ง 
 3) นาย ก ยืนอยูตรงกลาง 
 4) นาย จ ยืนอยูตรงกลาง 
  
TF-PAT120. (B-PAT1’ต.ค.51) จากโจทย ขอ เมื่อกี้ ถานาย ข ยืนอยูริมดานหนึ่งแลว ขอใดตอไปนี้ผิด 
 1) นาย ค ยืนติดนาย ก 2) นาย ก ยืนอยูตรงกลาง 
 3) นาย จ ยืนอยูตรงกลาง 4) นาย ง ยืนติดกับนาย ข 
 
 
  
TF-PAT123 (PAT1’มี.ค.52) ชาย 6 คน นาย ก, ข, ค, ง, จ และ ฉ ยืนเขาแถวตอนตามลําดับ โดยมีเงื่อนไข

ดังนี้ 
  นาย ฉ ไมยืนติดกับนาย ข 
   นาย ฉ ยืนอยูในลําดับกอนนาย ก 
   นาย ก ยืนติดนาย ง 
   นาย จ ยืนอยูลําดับท่ี 4 
   ถานาย ฉ ยืนติดและอยูหลังนาย ค แลว คนท่ีมีโอกาสอยูในลําดับท่ี 5 ไดแก 
 ชายในขอใดตอไปนี้ 
 1) นาย ข 2) นาย ค 3) นาย ง 4) นาย ฉ 
  
TF-PAT124. (PAT1’มี.ค.52) จากเงื่อนไขในโจทยขอท่ีแลว ขอความใดตอไปนี้จริง 
 1) นาย ง ยืนอยูในลําดับท่ี 2 2) นาย ค ยืนอยูในลําดับท่ี 3 
 3) นาย ง ยืนอยูหลังนาย ข 4) นาย ข ยืนอยูหลังนาย จ 
 
 
 
 

Sup’k หลัก 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (53) 

 โจทยปญหาเชาวน แนวระบบจํานวนจริง  
BRAN-Pb1.5 (PAT1’ต.ค.53) ให N แทนเซตของจํานวนนับ 
 กําหนดให a * b =  b a + สําหรับ a, b ∈ N 
 พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. (a * b) * c = a * (b * c) สําหรับ a, b, c ∈ N 
  ข. a * (b + c) = (a * b) + (a * c) สําหรับ a, b, c ∈ N 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 
 2) ก. ถูก แต ข. ผิด 
 3) ก. ผิด แต ข. ถูก  
 4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
แนวคิดเร็วๆ 

 

 
วิธีจริง  
 สําหรับ a, b ∈ N เรามีวา a * b = ba +  

 (ก) ผิด , (a * b) * c = ( ba + ) * c = c   b a ++  

   a * (b * c) = a * cb +  = c  b  a ++  
  ∴ (a * b) * c ≠ a * (b * c) 
 (ข) ผิด ,      a * (b + c) = cb a ++    ,    a * b = ba +    ,     a * c = c  a +  
  เพราะวา c   b a ++  ≠ ba +  + ca +  
  ∴ a * (b + c) ≠ (a * b) + (a * c) 
 ดังน้ัน ท้ัง (ก) และ (ข) ผิดท้ังคู 

Sup’k Tips  

Sup’k ลัด  



 

คณิตศาสตร (54)_______________________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 

BRAN-Pb1.20 (PAT1’ต.ค.53) ให N แทนเซตของจํานวนนับ, สําหรับ a, b ∈ N 

aΘb = 








<

>
=
 b a , b
 b a , a
 b a , a

 และ a∆b = 








<

>
=
 b a , a
 b a , a
 b a , b

 

 พิจารณาขอความตอไปนี,้ สําหรบั a, b, c ∈ N  
  (ก) aΘb = bΘa 
  (ข) aΘ(bΘc) = (aΘb)Θc 
  (ค) a∆(bΘc) = (a∆b)Θ(a∆c) 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ถูก 1 ขอ คือ ขอ (ก)   2) ถูก 2 ขอ คือ ขอ (ก) และ (ข)  
 3) ถูก 2 ขอ คือ ขอ (ก) และ (ค) 4) ถูกท้ัง 3 ขอ คือ ขอ (ก), (ข) และ (ค) 
 
  
KAiOU-Pb 1.24 (PAT1’มี.ค.53) ให N แทนเซตของจํานวนนับ  
 กําหนดให a * b = ab สําหรับ a, b ∈ N พิจารณาขอความตอไปนี้ สําหรับ a, b, c ∈ N 
 (ก) a * b = b * a 
 (ข) (a * b) * c = a * (b * c) 
 (ค) a * (b + c) = (a * b) + (a * c) 
 (ง) (a + b) * c = (a * c) + (b * c) 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ถูก 2 ขอ คือ (ข) และ (ค)  2) ถูก 2 ขอ คือ (ค) และ (ง)  
 3) ถูก 1 ขอ คือ (ค)   4) (ก) (ข) (ค) และ (ง) ผิดทุกขอ 
 
  
SheLL2.49 (PAT1’ก.ค.53) ให a และ b เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ 
 กําหนดให a ⊗ b เปนจํานวนจริงท่ีมีสมบัติตอไปนี ้
 (ก) a ⊗ a = a + 4 (ข) a ⊗ b = b ⊗ a (ค) ba

b)(aa
⊗

⊗ +  = b
 b a +  

 คาของ (8 ⊗ 5) ⊗ 100 เทากับเทาใด  ตอบ .............................. 
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 โจทยเอกซโปเนนเชียล แนวเลขยกกําลัง ม.2 
 
 
 
 
 
 
 
 

FPAT-Pb2 (B-PAT1’ต.ค.51) ถา ab = 2 แลว 2

2

b)(a

b)(a

2
2

-

+
 มีคาเทากับเทาใด 

 1) 4 2) 8 3) 64 4) 256  
แนวคิดเร็วๆ 
   ถา ab = 2 

   จะหา แลว 2

2

b)(a

b)(a

2
2

-

+
 

 

วิธีจริง จะหา 2

2

b)(a

b)(a

2
2

-

+
 = 2(a+b)2-(a-b)2  =  2(a2 + 2ab + b2) – (a2 – 2ab + b2)  

     =  2a2 + 2ab + b2 – a2 + 2ab – b2  = 24⋅ab = 24⋅2 = 28 = 256 ตอบ  
QET-G-Pb 26.1 ถา a = 1 - 2n และ x = 1 - 2-n โดยที่ a และ n เปนคาคงตัว จงหา x 
 ก. a  1

a  2
-
-  ข. a  1

2  a
-
-  ค. a1

a
-  ง. 1a

a
-  

 

QET-G-Pb 23.2 จงหารูปอยางงายของ 
3

43
2

ba
ba

  

-

-
-















⋅
 ÷ 

5

23
1

ba
ba

  

  














⋅
⋅

-
-  

 ก. 5a
1  ข. 9a

1
-  ค. 7b

1  ง. 12b
1  

 

QET-G-Pb 23.3 จงหา 1n
3n

3
2

--
+

 × 1n
2n

5
3

--
- +

 × 2nn
1nn

2423
2  2

-
-

-
-

××
 × 1n

2n

5
2

+

+-
 

 ก. 4  
 ข. 864  
 ค. 870  
 ง. ไมมีขอถูก  

สูตร 2.2 (a ⋅ b)n = an ⋅ bn 

 
n

b
a 





  = n

n

b
a  

 amn = a(mn) 

สูตร 2.3
 

สูตร 2.1 am × an = am+n 

n
m

a
a  = am-n = mna

1
-  เมื่อ a ≠ 0 

(am)n = am⋅n = (an)m 

Sup’k Tips  
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 โจทยเอกซโปเนนเชียล แนวเปรียบเทียบความมากนอยเลขยกกําลัง ม.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
KAiOU-Pb 1.22 (PAT1’มี.ค.53) ให A = 7(77), B = 777, C = 777 และ D = (777)7  ขอใดตอไปนี้ถูกตอง 
 1) B < A < C < D 2) B < C < A < D 3) C < B < D < A 4) C < A < D < B  
SheLL1.24 (PAT1’ก.ค.53) กําหนด a = 248, b = 336, c = 524 ขอใดตอไปนี้ถกูตอง 
 1) b

1  > c
1  > a

1  2) a
1  > b

1  > c
1  3) b

1  > a
1  > c

1  4) a
1  > c

1  > b
1  

 
**DiAMK-Pb 1.25 (ดักแนว PAT 1) ให a = (10100)10 , b = 10(1010) , c = 1000000! , d = (100!)10  
ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) a < c < d < b 2) a < d < c < b 3) a < d < b < c 4) a < b < c < d  
SheLL1.10 (PAT1’ก.ค.53) พิจารณาขอความตอไปนี ้

  ก. 2
3

2  < 3
4

3  ข. log2 






8
3  < log3 







2
1  

 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
DiAMK-Pb 1.2 (ดักแนว PAT 1) จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
  (ก) π log

1
2

 + π log
1
5

 > 2  (ข) π log
1
2

 + 2 log
1
π

 > 2 

 ขอสรุปใดตอไปนี้ถูกตอง 
 1) ขอ (ก) และ ขอ (ข) ถูกตอง 2) ขอ (ก) ถูกตอง และ ขอ (ข) ผิด 
 3) ขอ (ก) ผิด และ ขอ (ข) ถูกตอง 4) ขอ (ก) และ ขอ (ข) ผิด 
  
KAiOU-Pb 1.11 (PAT1’มี.ค.53) เซตคําตอบของอสมการ 72x + 72 < 23x+3 + 32x+2 เปนสับเซตของชวงใด 
 1) (log8 7, log9 8) 2) (log9 8, log8 9) 3) (log8 9, log7 8) 4) (log9 10, log8 9) 

สูตร I เมื่อ 1 < ฐาน
    เจอ   3.5x    <    3.5y 
∴ 

สูตร II เมื่อ 0 < ฐาน < 1 
    เจอ 0.21x    <  0.21y 
∴ 

สูตร III เมื่อ 1 < ฐาน
    เจอ log7.8 x   <   log7.8 y 
∴ 

สูตร IV เมื่อ 0 < ฐาน < 1 
    เจอ log0.42 x  <   log0.42 y 
∴ 
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การเลขยกกําลงั กับ รูด 
  

                                                พิสูจน ii) m n a  = m
1

n
1
)(a  = m

1
n
1   a ⋅ = mn

1
  a ⋅  = mn a  

 

         iii) n ma  = n
m

a  = kn
km

  
  

a ⋅
⋅

 = kn km    a⋅ ⋅  
 
 
    

   พิสูจน  i) n a n b = n
1

a  ⋅ n
1

b  = n
1

b)(a   ⋅ = n ba   ⋅  
 

    ii) n
n

b
a  = 

1
n
1
n

a
b

 = n
1

b
a 





  = n

b
a  

    
 
 
ตัวอยางที่ 5.2.1 จงหารูปอยางงายของ  

 i) aa  = 2
1

aa   ⋅  = 2
11 aa   ⋅  = 2

11a +  = 2
3

a  = 2
1

2
3
)(a  = 2

1
2
3   a ⋅  = 4

3
a  

 ii) aaa  = 4
3

aa   ⋅  = 4
31 aa   ⋅  = 4

31a +  = 4
7

a  = 2
1

4
7
)(a  = 2

1
4
7   a ⋅  = 8

7
a  

 iii) aaaa  = 8
7

aa   ⋅  = 8
71 aa   ⋅  = 8

71a +  = 8
15

a  = 2
1

8
15

)(a  = 2
1

8
15   a ⋅  = 16

15
a  

 
ตัวอยางที่ 5.2.2 จงหารูปอยางงายของ 3 54 6aa   ⋅  ตอบ......................... 
แนวคิด 

3 54 6aa   ⋅  = 3 5
14 (6a)a   ⋅  = 3 5

1
5
14 a6a     ⋅⋅  = 3 5

145
1

aa6     ⋅⋅  = 3
5
145

1
a6   

+
⋅   

 
 
 

= 3 5
21

5
1

66   ⋅  = 3
1

5
21

5
1

)a(6   ⋅  = 3
1

5
1
}{6  ⋅ 3

1
5
21

][a  = 3
1

5
1   6 ⋅

 ⋅ 3
1

5
21   a ⋅  = 15

1
6  ⋅ 15

21
a  = 15 16  ⋅ 15 21a  

 
 
 

 สูตร 5.1  

i) n
m

a  = ( n a )m = n ma  

ii) m n a  = mn a  

iii) n ma  = nk mka  
 

สูตร 5.2  
i) n a ⋅ n b  = n ab  

ii) n
n

b
a  = n

b
a  
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 โจทยเอกซโปเนนเชียล แนวสมการเลขยกกําลัง แบบ ฐานติดตัวแปร 
BRAN-Pb2.29 (PAT1’ต.ค.53) ให R แทนเซตของจํานวนจริง และให C = {x ∈ R | (3x2 - 11x + 7)(3x2+4x+1) = 1}  
จํานวนสมาชิกของเซต C เทากับเทาใด ตอบ .............. 
แนวคิดเร็วๆ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
แนวคิดที่ 2 
 
 
 
 
Sup’k-Pb2.29.1 (ดักแนว PAT1) ให R แทนเซตของจํานวนจริง 
และให C = {x ∈ R | (x – 3)x2 – 8x +15 = 1}   จํานวนสมาชิกของเซต C เทากับเทาใด 
ตอบ ............................... 
 
Sup’k-Pb2.29.2 (ดักแนว PAT1) ให R แทนเซตของจํานวนจริง  

และให C = 















+=

+

∈  xlog53
5 xlog

  
 

10  x|R x 
 

   จงหา n(C) ตอบ.......................... 

 
FPAT-Pb14 (PAT1’ก.ค.52) ให x และ y เปนจํานวนจริงท่ี x, y > 0 ซ่ึงสอดคลองกับ xy = yx และ y = 5x 
จงหาวา คาของ x อยูในชวงใด 
 1) [0, 1) 2) [1, 2) 3) [3, 4) 4) [5, 6)  
 

Sup’k ลัด  
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 โจทยเอกซโปเนนเชียล แนวสมการเลขยกกําลัง  
 

สูตร 5.1   ax = ay  → ∴x = y    เมื่อ a ≠ -1, 0, 1 
สูตร 5.2   ax = bx  → ∴x = 0     เมื่อ a, b ≠ -1, 0, 1   

พิสูจน สูตร 5.2  จาก ax = bx → x
x

b
a  = 1 → 

x
b
a 





  = 1 →  ∴  x = 0จบ  

 
FPAT-Pb1 (B-PAT1’ต.ค.51) ถา 6a+b = 36 และ 5a+2b = 125 แลวคาของ a มีคาเทาใด 
 1) 1 2) 1.5 3) 2 4) 2.5 
 
 
FPAT-Pb3 (PAT1’มี.ค.52) ถา 4x–y = 128 และ 32x+y = 81 แลวคาของ y เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) -2  2) –1 3) 1 4) 2 
 
 
SheLL1.11 (PAT1’ก.ค.53) ถา A เปนเซตคําตอบของสมการ 32x+2 – 28⋅(3x) + 3 = 0  
และ B เปนเซตคําตอบของสมการ log x + log(x – 1) = log(x + 3)  
แลวผลบวกของสมาชิกท้ังหมดในเซต AU B เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 1 2) 2 3) 3 4) 4 
 
 
AVATAR-Pb 5.1 (แนวสอบตรงแพทย กสพท’53) กําหนด 22x2 + 2x2+2x+2 – 24x+5 = 0  
จงหาวา x2 – 2x  เทากับเทาใด     ตอบ........................... 
 
 
KMK-Pb 1.8 (PAT1’ต.ค.52) ถา x > 0 และ 8x + 8 = 4x + 2x+3 แลวคาของ x อยูในชวงใดตอไปนี้ 
 1) [0, 1) 2) [1, 2) 3) [2, 3) 4) [3, 4) 
 
 

*KAiOU-Pb 1.12 (PAT1’มี.ค.53) ถาสมการ 
x

4
1 





  + 

1x
2
1 -






  + a = 0 มีคําตอบเปนจํานวนจริงบวก     

แลวคาของ a ท่ีเปนไปไดอยูในชวงใดตอไปนี้ 
 1) (-∞, -3) 2) (-3, 0) 3) (0, 1) 4) (1, 3) 
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 โจทยเอกซโปเนนเชียล แนวสมการเลขยกกําลังโอลิมปก  

*FPAT-Pb4 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดสมการ 
x

25
4 





  + 

x
25
9 





  = 1 จงพิจารณาขอความตอไปนี ้

  ก. ถา a เปนคําตอบของสมการ แลว a > 1 
  ข. ถาสมการมีคําตอบ แลวคําตอบจะมีเพียงคําตอบเดียว 
 ขอใดตอไปนีถู้ก 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 โจทยเอกซโปเนนเชียล แนวสมการติดรูด 
 
 
 
 
 
 
 
 
BRAN-Pb2.27 (PAT1’ต.ค.53) ให R แทนเซตของจํานวนจริง 

ถา A = {x ∈ R | 2x2 – 2x + 9 – 2 3x x2 +-  = 15}  
แลวผลบวกของกําลังสองของสมาชิกในเซต A เทากับเทาใด ตอบ........................... 
 
 
 
KAiOU-Pb 2.2 (PAT1’มี.ค.53) ถา S = {x ∈ R | 13x +  + 1x -  = 17x + } 
เมื่อ R แทนเซตของจํานวนจริง แลวผลบวกของสมาชิกใน S เทากับเทาใด ตอบ........................... 
 
 
 
SheLL2.27 (PAT1’ก.ค.53) ให R แทนเซตของจํานวนจริง  
ถา S = {x ∈ R | 1x +  + 1 3x -  = 17x - } 
และ T = {y ∈ R | y = 3x + 1, x ∈ S} แลวผลบวกของสมาชิกใน T เทากับเทาใด  
ตอบ ............................ 
 
 
 
 

Sup’k Tips  
 

Sup’k ระวัง  
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สูตรของ log 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

สูตร 10.1!   loga x + loga y = loga x ⋅ y 
สูตร 10.2!   loga x – loga y = loga y

x  

 

สูตร10.5!  logan x
m = n

m
 ⋅ loga x 

 

สูตร10.6!    loga x
1  = –logax 

สูตร10.7!    logaxn  = loga1/n x 

สูตร10.8!  logb a =  blog
alog

c
c  

   
สูตร10.9!  loga x = a log

1
x

 

สูตร10.10!  b blog a log xx = a  
    เอ็กซกําลัง  ลอกa  นั้นยากอยู 

 ฝากหัวใจ   ใหกัน  เอาไวกอน 
เปลี่ยนสูตร  โดยสลับ      x และ a 

 ที่เรา    จะตองหาง   เหินไป 

สูตร10.12!   log 2 = 1 – log 5 
 อาจจะมีบางคราว เราพบใครใหม 

 
สูตร10.13! และ log 5 ก็ = 1 – log 2 

เกิดหวั่นไหว ไปตามประสาคนไกลกนั

ตัวอยาง 10.1 
 จํา log 2 ≈ 0.30103 
 log 4 = log 22 = 2 ⋅ (log 2) ≈ 2 ⋅ (0.30103) = 0.60206 
 log 5 = 1 – log 2 ≈ 1 – 0.30103 = 0.69897 
 log 8 = log 23 = 3 ⋅ (log 2) ≈ 3 ⋅ (0.30103) = 0.90309

 จํา log 1 = 0 
 จํา log 7 ≈ 0.84509 
 log 10 = log10 10 = 1 

ตัวอยาง 10.3 
 จํา log 3 ≈ 0.4771 
 log 6 = log (2 × 3) = log 2 + log 3 ≈ 0.30103 + 0.4771 = 0.77813 
 log 9 = log 32 = 2 ⋅ (log 3) ≈ 2 ⋅ (0.4771) = 0.9542

ระวัง10.1!   log (x + y) ≠ log x + log y 
ระวัง10.2!   log (x – y) ≠ log x – log 
y 

สูตร 10.3!   loga a = 1 
สูตร 10.4!   loga 1 = 0 

loga x 

ระวัง10.4! 

log10 x = log x 
logex =  xln  

e ≈ 2.7182 

ตัวอยาง 10.5 จงหาคาของ log3 15  + log3 12 + log3 5 – log3 9 
วิธีทํา = log3 






 ××

9
15  12  15  = log3 100 = log3 102 = 2 ⋅ (log3 10) 

 = 2 ⋅ 










3 log
1
10

 = 2 ⋅ 







3 log

1  ≈ 2 ⋅ 






0.4771

1  

สูตร10.11!   blog ab = a  
     ตอดวยสูตร   ฐาน log และ expo 

 เผื่อวาเรา     ลําบากอยูหนใด 
     เหมือนกัน  ใหเอาหลัง log   มาตอบ 

 หัวใจ       ก็ยังมีคน          ดูแล 
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 โจทยลอการิทึม แนวสูตรพ้ืนฐาน 
BRAN-Pb2.35 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให a, b, c และ d เปนจํานวนจริงท่ีมากกวา 1  
ถา (logb a)(logd c) = 1  
แลวจงหาคาของ a(logbc  – 1)b(logcd –1)c(logda –1)d(logab –1) ตอบ ................... 
วิธีเร็วๆ 
ถา (logb a)(logd c) = 1  
จะหาคาของ a(logbc  – 1)b(logcd –1)c(logda –1)d(logab –1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
วิธีจริง 
 
เพราะวา  (logb a)(logd c) = 1 
 
    blog

a log
 ⋅ dlog

clog  = 1 

   
จะได   (logd a)(logb c) = 1 
 
 
 
ฉะนั้น logb c = a log

1
d

 = loga d    ,          logc d = c log
1
d

 = logb a 

 logd a = c log
1
b

 = logc b   ,         loga b = a log
1
b

 = logd c 

 ∴  a(logbc –1)b(logcd –1)c(logda –1)d(logab –1) = abcd
dcba balogadlogdclogcblog
      ⋅⋅⋅  

  = abcd
dcba cdlogbclogablogdalog
      ⋅⋅⋅  

  = abcd
cbad       ⋅⋅⋅  = 1 

สูตร 10.8!    logb a =  blog
alog

c
c  

สูตร 10.9!    loga x = a log
1
x

 

สูตร 10.3!   logm m = 1

สูตร 10.11!    blogba = a 
     ตอดวยสูตร   ฐาน log และ expo 

 เผื่อวาเรา     ลําบากอยูหนใด 
     เหมือนกัน  ใหเอาหลัง log   มาตอบ 

 หัวใจ       ก็ยังมีคน          ดูแล 
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 โจทยเพิ่มเติมลอการิทึม แนวสูตรพ้ืนฐาน  

SheLL1.14 (PAT1’ก.ค.53) ให x เปนจํานวนจริงบวกท่ีสอดคลองกับสมการ 35x ⋅ 9x2 = 27  

และ y = 7)5)(log3)(log(log
7)5)(log3)(log(log

864
642      จงหาคาของ xy เทากับขอใด 

 1) – 8
1     

 2) 8
1   

 3) –27    
 4) 27 
 
FPAT-Pb9 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดให a, b, c, d เปนจํานวนจริงท่ีมากกวา 1  
โดยที่ loga d = 30   ,  logb d = 50 และ logabc d = 15  จงหาวาคาของ logc d เทากับเทาใด 
 1) 75    
 2) 120  
 3) 150    
 4) 180 
 
FPAT-Pb8 (B-PAT1’ต.ค.51) ให m และ n เปนจํานวนเต็มบวก ถา m⋅log505 + n⋅log50 2 = 1  
แลว m + n เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 2    
 2) 3  
 3) 4    
 4) 6 
 
KAiOU-Pb 1.10 (PAT1’มี.ค.53) กําหนดให x และ y เปนจํานวนจริงบวก และ y ≠ 1  
ถา logy 2x = a และ 2y = b แลว x มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 2

1 (log2 b)a    

 2) 2⋅(log2 b)a  

 3) 2
a (log2 b)    

 4) 2a⋅(log2 b) 
 
FPAT-Pb7 (B-PAT1’ต.ค.51) ถา 4(log a)2 + 9(log b)2 = 12(log a)(log b) แลวขอใดตอไปนีถู้ก 
 1) b2 = a    
 2) a2 = b  
 3) a3 = b2    
 4) a2 = b3 
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 โจทยลอการิทึม แนวสูตรพ้ืนฐาน VS ผลบวกราก, ผลคูณราก 
BRAN-Pb1.10 (PAT1’ต.ค.53) ถา a, b และ c เปนรากของสมการ x3 + kx2 – 18x + 2 = 0  

แลว จงหา  log27 







++ c1  b
1  a1  เมื่อ k เปนจํานวนจริง 

 1) 9
1  2) 3

1  3) 3
2  4) 1 

 
แนวคิดเร็ว 
    
 
   1⋅x3 + k⋅x2 – 18x + 2 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 ผลบวกราก = a + b + c  = .................... 
     a ⋅ b + b ⋅ c + c ⋅ a  = .................... 
                  ผลคูณราก = a ⋅ b ⋅ c  = .................... 
 
 
แนวคิดที ่2 
ข้ันที่ 1  เน่ืองจาก x = a, b, c เปนราก(เปนคําตอบ)ของสมการ x3 + kx2 – 18x + 2 = 0 
  จึงไดวา x3 + kx2 – 18x + 2 = (x – a)(x – b)(x – c) 
   x3 + kx2 – 18x + 2 = x3 – (a + b + c)x2 + (ab + bc + ca)x – abc 
   เทียบสัมประสิทธ์ิ 
  ฉะนั้น ab + bc + ca = –18    และ    abc = –2 
 
ข้ันที่ 2  จะหา log27 








++ c1  b
1  a1  = หา ค.ร.น. เพ่ือรวมเศษสวน = log27 






 ⋅⋅⋅ ++ ab

ab  c1  acac  b
1  bc

bc  a1   

 

   = log27 





 ++

abc
ab  ac  bc  = log27 








2
18
-
-  = log27 9 

 
   = log33 3

2 = 3
2

 ⋅ (log3 3) = 3
2

 ⋅ (1) = 3
2  ตอบ 

เทคนิคลัน่ลา กับ ครู Sup’k  
 

ผลคูณราก คือ.....................     ผลบวกราก คือ......................... 
 จับมือไวแลวไปดวยกัน    เหมือนวาไมมวีันจะพรากไป 

แลวไลเครือ่งหมาย + , - , - , ...       .............................. 
 ทําอะไรไดดั่งฝนใฝ            ถาเรารวมใจ 

แตขอให.................     co-ef หนาสุด ตองเปน ....... 
 จุดหมายที่ฝนกันไว          ก็คงไมเกินมือเรา 
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 โจทยลอการิทึม แนวแกสมการ log  
 
 
 
 
 
BRAN-Pb1.11 (PAT1’ต.ค.53) เซตคําตอบของสมการ xlog2

3  – log27 x3 = 6 ตรงกับเซตคําตอบของสมการ
ในขอใดตอไปนี ้
 1) 

1
4

log
1
3

log
1
2

log 3 2 29244x   9x
1

+-
 = 0   

 2) 2⋅log2(x + 1) – log2(x2 – 14x + 41) = 1 

 3) )5 8x   x(1 2
3 ++ -  + )5 8x   x(2 2

3 ---  = 28 
 4) log3x 3 + log27 3x + 3

4  = 0 

 
 
 
 
 
 โจทยเพิ่มเติมลอการิทึม แนวแกสมการ log  
FPAT-Pb11 (PAT1’ก.ค.52) เซตคําตอบของสมการ 2log (4 – x) = log2(9 – 4x)  + 1  

เปนสับเซตของชวงใด 
 1) [–9, –7)  
 2) [–7, –2)  
 3) [–2, 2)  
 4) [2, 7) 
 
KMK-Pb 2.10 (PAT1’ต.ค.52) รากท่ีมีคานอยท่ีสุดของสมการ 2log(x–2) ⋅ 2log(x–3) = 2log 2 
มีคาเทาใด ตอบ........................... 
   
FPAT-Pb12 (PAT1’มี.ค.52) ผลบวกของคําตอบท้ังหมดของสมการ log3x = 1 + logx9 อยูในชวงใด 
 1) [0, 4) 2) [4, 8) 3) [8, 12) 4) [12, 16) 
 
     

สูตร I  
เจอ logm ♥ = logm  → .................... 

สูตร II 
เจอ log5 ♥ = 7 → .................... 

Sup’k ระวัง  
 

log m
 
♥  Sup’k Tips  
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KMK-Pb 2.9 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให logy x + 4 logx y = 4    แลว logy x3 เทากับเทาใด 
ตอบ........................... 
  
โจทยแนวใหมเซอรไพส แนว.................................... 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sup’k-Pb2.28.1 จงหาคา x ซ่ึงสอดคลองกับสมการ (x2 – 36)4 = cos (x ⋅ π) – 1 
ตอบ .......................... 
แนวคิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sup’k-Pb2.28.2 (ดักแนวPAT1) จงหาคา x ใหครบทุกตัว ซ่ึงสอดคลองกับสมการ 2 x -  = 32 – x5 
ตอบ........................... 
 
 
 
 
 
BRAN-Pb2.28 (PAT1’ต.ค.53) ให R แทนเซตของจํานวนจริง 

ถา B = 


















 =+++ π∈ 1  1  7  xcos3  10) 7x   x(logR x 22

2  ---  

แลวผลบวกของสมาชิกในเซต B เทากับเทาใด ตอบ........................... 

Sup’k Tips1.1  Sup’k Tips1.2  สูตรแถม1.3  

Sup’k ระวัง  
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BRAN-Pb2.28 ตอบ 0003.00 

แนวคิด จากสมการ log2(–x2 + 7x – 10) + 3 1  7  xcos 2 -







+π  = 1 

 
ข้ันที่ 1  เงื่อนไข 0 ≤ ใตรูด 
 
  ∴  0 ≤ cos 








+π 7  x2  – 1   →    ∴  1 ≤ cos 







+π 7  x2  → (๑) 

 
     
ข้ันที่ 2  เงื่อนไขตรีโกณ –1 ≤ cos θ ≤ 1   จะได  ∴  -1 ≤ cos 








+π 7  x2  ≤ 1 → (๒) 
 
 
 
ข้ันที่ 3  จาก (๑) และ (๒) ใชSup’k Tips   
          
  จะไดวา cos 








+π 7  x2  = 1 เทาน้ัน 

  แทนคาในโจทย log2(–x2 + 7x – 10) + 3 ⋅ 1  7  xcos 2 -







+π  = 1 

   ∴ log2(–x2 + 7x – 10) + 3 ⋅ 1       1         -  = 1 

    log2(–x2 + 7x – 10) = 1 
  ปลด log ไปเสียบอีกฝง (–x2 + 7x – 10) = 21 
   –x2 + 7x – 10 = 2 → ∴  x = 3, 4 
 
  
ข้ันที่ 4 ตรวจคําตอบ 

กรณีที่1 เมื่อ x = 3 แลว log2(–32 + 7 ⋅ 3 – 10) + 3 ⋅ 1  7  3cos 2 -







+π  = 1 

   log2(2) + 3 ⋅ 11 -  = 1 

    1    +    3 ⋅ 0  = 1   จริง 
 

กรณีที่ 2 เมื่อ x = 4 แลว log2(–42 + 7 ⋅ 4 – 10) + 3 ⋅ 1  7  4cos 2 -







+π  = 1 

   log2(2) + 3 ⋅ 1  )23cos(   -π⋅  = 1   ไมจริง 
 
ดังน้ัน x = 3 เทาน้ัน จึงได B = {3} → ∴  ผลบวกของสมาชิกใน B เทากับ 3 ตอบ 

Sup’k Tips 
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ทบทวนสูตรตรรกศาสตร .    
 
 นิเสธ                      และ                                         หรือ 
 

P    ∼P  P Q  P ∧ Q  P Q  P ∨ Q 
T ∼T ≡ F  T T  T ∧ T   ≡ T  T T  T ∨ T  ≡ T  
F ∼F ≡ T  T F  T ∧ F   ≡ F  T F  T ∨ F  ≡ T

   F T  F ∧ T   ≡ F  F T  F ∨ T  ≡ T
   F F  F ∧ F    ≡ F  F F  F ∨ F  ≡ F

   
 ถา...แลว... ...ก็ตอเม่ือ... 
 

P Q  P → Q P Q  P ↔ Q 
T T  T → T   ≡ T   T T  T ↔ T   ≡ T   
T F  T → F   ≡ F T F  T ↔ F   ≡ F 
F T  F → T   ≡ T F T  F ↔ T   ≡ F 
F F  F → F   ≡ T F F  F ↔ F   ≡ T 

 
 
 

 ประพจนท่ีสมมูลกัน คือ ประพจนสองประพจนท่ีมีคาความจริงเหมือนกันทุกกรณี กรณีตอกรณ ี
 สมมูลใชสัญลักษณ คือ ≡ 
 เชน (p ∧ q) → r ≡ (p → r) ∨ (q → r) 
พิสูจน 
 
p q r   (p ∧ q) (p ∧ q) → r (p → r) (q → r) (p → r) ∨ (q → r) 
T T T  (T ∧ T) ≡ T T → T ≡ T T T T   ∨   T   ≡   T 
T T F  (T ∧ T) ≡ T T → F ≡ F F F F   ∨   F   ≡   F 
T F T  (T ∧ F) ≡ F F → T ≡ T T T T   ∨   T   ≡   T 
T F F  (T ∧ F) ≡ F F → F ≡ T F T F   ∨   T   ≡   T 
F T T  (F ∧ T) ≡ F F → T ≡ T T T T   ∨   T   ≡   T 
F T F  (F ∧ T) ≡ F F → F ≡ T T F T   ∨   F   ≡   T 
F F T  (F ∧ F) ≡ F F → T ≡ T T T T   ∨   T   ≡   T 
F F F  (F ∧ F) ≡ F F → F ≡ T T T T   ∨   T   ≡   T 
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 โจทยตรรกศาสตร แนวพ้ืนฐาน VS สมมูล VS สัจนิรันดร  
BRAN-Pb1.1 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให A, B และ C เปนประพจนใดๆ ขอใดตอไปนี้ถูกตอง 
 1) ถา A ↔ B มีคาความจริงเปนจริง แลว (B ∧ C) → (∼A → C) มีคาความจริงเปนเท็จ 
 2) ประพจน A → [(A ∧ B) ∨ (B ∨ C)] เปนสัจนิรันดร 
 3) ประพจน [(A ∧ B) → C] → [(A → B) → (A → C)] เปนสัจนิรันดร 
 4) ประพจน (A → C) ∧ (B → C) สมมูลกับประพจน (A ∧ B) → C 
แนวคิด 
ชอย ขอ 4) ประพจน (A → C) ∧ (B → C) ≡ สมมูลกับประพจน (A ∧ B) → C 
วิธีเร็วๆ 
 
 
วิธีจริง ผิด เพราะ   
 (A → C) ∧ (B → C) ≡  
 
  ≡ (∼A ∨ C) ∧ (∼B ∨ C) 
 
 
  ≡ (∼A ∧ ∼B) ∨ C 
 
 
  ≡ ∼(A ∨ B) ∨ C 
 
 
 
 
  ≡ (A ∨ B) → C 
  ≡ (A ∧ B) → C 

สูตร  
กฎการสลับท่ี p ∧ q ≡ q ∧ p p ∨ q ≡ q ∨ p 
กฎการเปลี่ยนกลุม (p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r) (p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r) 
กฎการคูณกระจาย  p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) 
กฎเดอรมอนแกน  ∼(p ∧ q) ≡ ∼p ∨ ∼q ∼(p ∨ q) ≡ ∼p ∧ ∼q 
กฎนิเสธ  ∼(∼p) ≡ p 

สูตรนิยม “หนา ช้ี หลัง”  

Sup’k Tips
 
(q ∧ r) → p ≡ (q → p) ∨ (r → p) 
(q ∨ r) → p ≡ (q → p) ∧ (r → p) 
 
 
p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r) 
p → (q ∨ r) ≡ (p → q) ∨ (p → r) 
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ชอย ขอ 1) ถา A ↔ B มีคาความจริงเปนจริง แลว (B ∧ C) → (∼A → C) มีคาความจริงเปนเท็จ 
วิธีทําเร็วๆ 
 
 
วิธีจริง 

A B C     (B ∧ C) → [∼A → C] 
T T T  (T ∧ T) → [∼T → T] 

≡  (T)   → [  F → T] 
≡  (T)   → [      T    ] 
≡ T 

T T F  (T ∧ F)  → [∼T → F] 
≡  (F)  → [  F → F] 
≡  (F)  → [      T    ] 
≡ T 

T F T  
T F F  
F T T  
F T F  
F F T  (F ∧ T) → [∼F → T] 

≡  (F)    → [  T → T] 
≡  (F)    → [     T    ] 
≡ T 

 

F F F  (F ∧ F) → [∼F → F] 
≡   (F)   → [  T → F] 
≡   (F)  → [     F    ] 
≡ T 

 

หลัก I ลําดับการทํา แบบ ตรง  
ขั้นท่ี 1 ทําในวงเล็บกอน 
ขั้นท่ี 2 ทํา นิเสธ 
ขั้นท่ี 3 ทํา ∧, ∨ 
ขั้นท่ี 4 ทํา → 
ขั้นท่ี 5 ทํา ↔ 

หลัก II ลําดับการทํา แบบ ยอนกลับ 
ขั้นท่ี 1 ทํา ↔ 
ขั้นท่ี 2 ทํา → 
ขั้นท่ี 3 ทํา ∧, ∨ 
ขั้นท่ี 4 ทํา นิเสธ 
ขั้นท่ี 5 ทําในวงเล็บ 

A B A ↔ B 
T T T ↔ T ≡ T 
T F T ↔ F ≡ F 
F T F ↔ T ≡ F 
F F F ↔ F ≡ T 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (71) 

ชอย ขอ 1) ถา A ↔ B มีคาความจริงเปนจริง แลว (B ∧ C) → (∼A → C) มีคาความจริงเปนเท็จ 
วิธีเหนือชั้น  
       
       
       
       
 
 
 
 
  
ชอย ขอ 2) ประพจน A → [(A ∧ B) ∨ (B ∨ C)] เปนสัจนิรันดร 
วิธีเหนือชั้น 
 
 
 
 
 
 
 
วิธีทําเร็วๆ  
  
 
  
วิธีจริง หลักการตรวจสอบสัจนิรนัดร : ใชวิธีการจับเท็จ (แตกกิ่งยอนกลับ) 
 

T F
F

F F

F F FT

A C)](B  B)[(A   ∨∨∧

  
 
 

สูตรนิยม “หนา ช้ี หลัง”

Sup’kerลัด  
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การจับเท็จ สําเร็จ เพราะไมเกิดขอขดัแยงใดๆ 
∴  ดังน้ัน ประพจนน้ี ไมเปน สัจนิรันดร 
ชอย ขอ 3) ประพจน [(A ∧ B) → C] → [(A → B) → (A → C)] เปนสัจนิรันดร 
วิธีจริงแบบ I 
 หลักการตรวจสอบสัจนิรันดร : ใชวิธีการจับเท็จ (แตกกิ่งยอนกลับ) 
 

 ซึ่งไมตรงกับการแตกกิ่งในขั้นที่ (๒)

เกิดขอขัดแยง

(๑)

T

F

T

T T T F

F

F (๒)

(๓)

(๔)(๔)

(๓)

(๕)
(๗)(๗) (๗)
F

(๒)

B)(A[ ∧ ]C B)(A             [ ]C)(A               

) T T ( ∧

) T T ( ∧

เพราะวาจากข้ันที่ (๗)
F

≡ (T) F
≡ F

(๖)

  
 การเกิดขอขัดแยง หมายถึง การจับเท็จ ไมสําเร็จ 
 แสดงวา ประพจนในขอนี้ เปน สัจนิรันดร 
 
วิธีจริงแบบ II 
ถูก สมมติวา [(A ∧ B) → C] → [(A → B) → (A → C)] ไมเปนสัจนิรันดร 
 
 ฉะนั้น [(A ∧ B) → C] → [(A → B) → (A → C)] ≡ F ได 
 สงผลให (A ∧ B) → C ≡ T ...(1) 
 และ (A → B) → (A → C) ≡ F ...(2) 
 
 โดย (2) จะได A → B ≡ T    และ A → C ≡ F 
 ฉะนั้น         A ≡ T     , B ≡  T  ,  C ≡ F 
 ทําให (A ∧ B) → C ≡ F ขัดแยงกับ (1) 
 

 ดังน้ัน [(A ∧ B) → C] → [(A → B) → (A → C)] เปนสัจนิรันดร 
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 โจทยตรรกศาสตรเพิ่มเติม แนวสมมูล VS สัจนิรันดร  
SheLL1.1 (PAT1’ก.ค.53) ให p, q, r และ s เปนประพจน  
ถาประพจน (p ∨ q) → (r ∨ s) มีคาความจริงเปนเท็จ  
และประพจน p ↔ r มีคาความจริงเปนจริง    ประพจนในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนจริง 
 1) (q → p) ∧ (q → r)    
 2) q → [p ∨ (q ∧ ∼r)] 
 3) (p → s) ↔ (r ↔ q)   
 4) (r ↔ s) ∧ [q → (p ∧ r)] 
  
KMK-Pb 1.2 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให p, q, r เปนประพจน พิจารณาขอความตอไปนี ้

ก. ถา q ∧ r มีคาความจริงเปนจริง แลว p และ p ∨ [(q ∧ r) → p] มีคาความจริงเหมอืนกัน 
 

ข. ถา p มีคาความจริงเปนเท็จ      แลว r และ (p → q) ∧ r มีคาความจริงเหมือนกัน 
 
 ขอใดตอไปนี้เปนจริง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
  
FPAT-Pb17 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให p, q, r เปนประพจน จงพิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. ประพจน p → (p → (q ∨ r)) สมมูลกับประพจน p → (q ∨ r) 
 
  ข. ประพจน p ∧ (q → r) สมมูลกับประพจน (q → p) ∨ ∼(p → ∼r) 
 
 ขอใดตอไปนีถู้ก 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
  
FPAT-Pb18 (B-PAT1’ต.ค.51) กําหนดให P, Q, R, S เปนประพจน พิจารณาขอความตอไปนี ้
  (i) ประพจน (∼P ∨ Q) → (R ∧ ∼S) สมมูลกับ (S ∨ ∼R) → (P ∧ ∼Q) 
  (ii) ประพจน (P ∨ R) ∧ [(P ∧ R) → (Q ∨ R ∨ ∼S)] เปนสัจนิรันดร 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ขอ (i) ถูก และ ขอ (ii) ถูก 2) ขอ (i) ถูก และ ขอ (ii) ผิด 
 3) ขอ (i) ผิด และ ขอ (ii) ถูก 4) ขอ (i) ผิด และ ขอ (ii) ผิด 
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KAiOU-Pb 1.1 (PAT1’มี.ค.53) ให p และ q เปนประพจนใดๆ ขอใดตอไปนีม้ีคาความจริงเปนเท็จ 
 1) (p → q) ∨ p   2) (∼p ∧ q) → q  
 3) [(p → q) ∧ p] → q  4) (∼p → q) ↔ (∼p ∧ ∼q) 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
วิจัย กําหนดให U = {-5, -1, 10} 
P(x) แทน 21) (x +  = x + 1     ,  Q(x) แทน 1x +  > 2    ,     S(x) แทน 21) (x +  = |x + 1| 
แนวคิด 
(i) จงหาคาความจริงของ ∀x[P(x)] (ii) จงหาคาความจริงของ ∃x[P(x)]  
 
 
 
 
 
 
(iii) จงหาคาความจริงของ ∀x[Q(x)] (iv) จงหาคาความจริงของ ∃x[Q(x)]  
 
 
 
 
 
 
(v) จงหาคาความจริงของ ∀x[S(x)] (vi) จงหาคาความจริงของ ∃x[S(x)]  
 
 
 
 
 

Sup’k Tips ถาให U= {10, 20, 30} 
 
∀x จะ T ได  
 

 Sup’k Tips ถาให U= {10, 20, 30} 
 
∃x จะ T ได  
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 โจทยตรรกศาสตร แนววลีบงปริมาณตัวแปรเดียว 
BRAN-Pb1.2 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดเอกภพสัมพัทธ คือ เซตของจํานวนจริง 
 

และ P(x) แทน 21) (x +  = x + 1 
 
 Q(x) แทน 1x +  > 2 
 
ขอใดตอไปนี้มีคาความจริงตรงขามกับประพจน ∃x[P(x)] → ∀x[Q(x)] 
 
 
 
 
 1) ∃x[∼P(x)] → ∀x[∼Q(x)] 2) ∃x[P(x)] → ∃x[Q(x)] 
 
 
 
 3) ∃x[P(x) ∧ Q(x)] → ∀x[P(x)] 4) ∃x[P(x) ∨ Q(x)] → ∀x[Q(x)] 
 
 
ทด พิจารณาบางสวนของ ชอยขอ 3) ∃x[P(x) ∧ Q(x)] 
เพราะวามีกรณีหนึง่ซ่ึง  
      แทน x = 8 ; P(8) ∧ Q(8) ≡  “ 21)  (8 +  = 8 + 1”  ∧  “ 18 +  > 2”   ≡  T ∧ T  ≡ T 

∴  ∃x[P(x) ∧ Q(x)] เปน T 
 

∴  สรุป ชอย ขอ 3)     ∃x[P(x) ∧ Q(x)] → ∀x[P(x)]  
                              ≡        T         →     F        ≡ F 
  
ทด พิจารณาบางสวนของ ชอยขอ 4) ∃x[P(x) ∨ Q(x)] เปน T 
เพราะวา มีกรณีหนึ่งซ่ึง 
       แทน x = 9 ; P(9) ∨ Q(9) ≡ “ 21)  (9 +  ≡ 9 + 1”  ∨  “ 19 +  > 2”   ≡ T ∨ T   ≡ T 

∴  ∃x[P(x) ∨ Q(x)] เปน T 
 

∴  สรุป ชอย ขอ 4)    ∃x[P(x) ∨ Q(x)] → ∀x[Q(x)]  
                             ≡            T         →      F        ≡ F 



 

คณิตศาสตร (76)_______________________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SheLL1.2 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดเอกภพสัมพัทธ คือ {–1 , 0 , 1} ขอใดตอไปนี้ถกูตอง 
 1)  ∀x∀y[x + y + 2 > 0] มีคาความจริงเปนจริง  2) ∃x∃y[x + y > 1] มีคาความจริงเปนเท็จ 
 
 3)   ∃x∀y[x + y = 1]      มีคาความจริงเปนเท็จ  4) ∀x∃y[x + y ≥ 0] มีคาความจริงเปนเท็จ 
  
 
 
 
 
 
 
 

Sup’k Tips ถาให U= {10, 20, 30}
 
∀x∀y จะT ได  
 
 
 
 
 
 
 

Sup’k Tips ถาให U= {10, 20, 30} 
 
∃x∃y จะ T ได  
 

Sup’k Tips ถาให U = {10, 20, 30}
 
∀x∃y จะ T ได 
 
 
 
 
 
 

Sup’k Tips ถาให U = {10, 20, 30} 
 
∃x∀y จะ T ได  
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 โจทยตรรกศาสตรเพิ่มเติม แนววลีบงปริมาณสองตวัแปร 
KAiOU-Pb 1.2 (PAT1’มี.ค.53) ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ถาเอกภพสัมพัทธ คือ {–1, 0, 1} คาความจริงของ ∀x∃y[x2 + x = y2 + y] เปนเท็จ 
 2) ถาเอกภพสัมพัทธ เปนเซตของจํานวนจริง คาความจริงของ ∃x[3x = log3 x] เปนจริง 
 3) ถาเอกภพสัมพัทธ เปนเซตของจํานวนจริง 
  นิเสธของขอความ ∀x∃y[(x > 0 ∧ y ≤ 0) ∧ (xy < 0)] 
  คือ ∃x∀y[(xy < 0) → (x ≤ 0 ∨ y > 0)] 
 4) ถาเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนเต็ม  
          นิเสธของขอความ ∀x[(x > 0) → (x3 ≥ x2)] คือ ∃x[(x ≤ 0) ∧ (x3 < x)] 
  
FPAT-Pb21 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดเอกภพสัมพัทธ U = {n ∈ I+ | n ≤ 10} 
ขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ 
 1) ∃x∀y[ xy ≤ x + y ]  
 2) ∀x∀y[ (x2 = y2) → (x = y) ]  
 3) ∀x∃y[ (x ≠ 1) → (x > y2) ]  
 4) ∃x∃y[ (x – y)2 ≥ y2 + 9xy ] 
  
KMK-Pb 1.1 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดใหเอกภพสัมพัทธ คือ {–2, –1, 1, 2} 
ประโยคในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ 
 1) ∃x∃y[x ≤ 0 ∧ |x| = y + 1] 2) ∃x∀y[x ≤ y ∧ –(x + y) ≥ 0] 
 
 
 3) ∀x∃y[x + y = 0 ∨ x – y = 0] 4) ∀x∀y[|x| < |y| ∨ |x| > |y|] 
 
  
FPAT-Pb22 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดใหเอกภพสัมพัทธ คือ U = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} 
ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ∀x∀y[ xI y ≠ ∅ ] 2) ∀x∀y[ xU y = U ] 
 
 
 3) ∀x∃y[ y ≠ x ∧ y ⊂ x ] 4) ∃x∀y[ y ≠ x  ∧  y ⊂ x ] 
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โจทยตรรกศาสตร แนวสมเหตสุมผล 
FPAT-Pb23 (B-PAT1’ต.ค.51) ให P, Q , R เปนประพจน พิจารณาการอางเหตุผลตอไปนี ้
 
 
เหตุ 1. P → (∼Q ∨ R) 
  
 2. Q ∨ R 
  
 3. ∼R  
ผล S  
 
S เปนประพจนในขอใด จึงจะทําใหการอางเหตุผลขางตน สมเหตสุมผล 
 1) ∼P 2) ∼Q 3) P ∨ ∼Q 4) P ∨ R 
 
 
วิธีจริง 
ชอย ขอ 1) ; 

(๗)

เกิดขอขัดแยงเพราะวา

(๑)F
F
(๒)

T (๓)
T(๒)

T
(๒)

F (๕) F(๔)T(๖)T(๒)

R)(Q  R)Q~         (P    )([ ∨∧∨ P][~]R)(~   ∧

)( F)T(~        T ∨

 

จากข้ันท่ี (๗)     (T → (∼T ∨ F) ) 
  ≡ (T →  ( F  ∨ F) )   ≡ (T → (F)) ≡ F   ซ่ึงไมตรงกับการแตกก่ิงในขั้นท่ี (๒) 
 
การเกิดขอขัดแยง หมายถึง การจับเท็จ ไมสําเร็จ แสดงวา ประพจนในขอนี้ เปน สัจนิรันดร 

∴  โจทยขอนี้  เปน  ขอความท่ีสมเหตุสมผล ดวยตอบ 

ทฤษฎี สมมติ ถามีเหต ุ: S1, S2, S3, ..., Sn 
 ผล :           P 
ขอความดังกลาวจะ สมเหตุสมผล ก็ตอเมื่อ [S1 ∧ S2 ∧ S3 ∧ ... ∧ Sn] → P เปน สัจนริันดร 
หลัก ................................................................................................................................................................... 

Sup’k ลัด  
 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (79) 

 โจทยระบบจํานวนจริง แนวทฤษฎีบทเศษเหลือ 
FPAT-Pb32 (B-PAT1’ต.ค.51) ให c เปนคาคงตัว และ P(x) = x3 – 3x2 + 2

c x + 5  

ถา P(x) หารดวย x – 2 เหลือเศษเทากับ 7   แลว P 







+ 2  3
c  เทากับขอใดตอไปนี ้

 1) 31            2) 33  
 3) 35   4) 37 
 
 โจทยระบบจํานวนจริง แนวแกสมการพหุนาม 
FPAT-Pb34 (B-PAT1’ต.ค.51) ให A = {x | x ∈ I และ x3 – x = 0} เซตในขอใดตอไปนีเ้ทากับ A 
 1) {x | x ∈ R และ x2 – x4 = 0} 2) {x | x ∈ R และ x3 + x = –2x} 
 3) {x | x ∈ I และ x2 – 1 = 0} 4) {x | x ∈ I และ x2 + 1 = –2x}  
 
 
FPAT-Pb35 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให S = {x | |x|3 = 1} เซตในขอใดตอไปนี้เทากับเซต S 
 1) {x | x3 = 1}   2) {x | x2 = 1}  
 3) {x | x3 = –1}   4) {x | x4 = x} 
  
FPAT-Pb36 (B-PAT1’ต.ค.51) ให A เปนเซตคําตอบของสมการ x4 – 5 2 x2 + 8 = 0  
ผลบวกของสมาชิกท่ีเปนจํานวนจริงบวกของ A เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 18    2) 24   
 3) 4 242    4) 4 162  
 
 
FPAT-Pb37 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให S เปนเซตคําตอบของสมการ 2x3 – 7x2 + 7x – 2 = 0  
ผลบวกของสมาชิกท้ังหมดของ S เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 2.1   2) 2.2  
 3) 3.3   4) 3.5 
 
 
KMK-Pb 1.4 (PAT1’ต.ค.52) ให A เปนเซตคําตอบของสมการ x3 + x2 – 27x – 27 = 0  
และ B เปนเซตคําตอบของสมการ x3 + (1 – 3 )x2  – (36 + 3 )x  – 36 = 0   
AI B เปนสับเซตของชวงในขอใดตอไปนี้ 
 1) [–3 5  , –0.9]   2) [–1.1 , 0]  
 3) [0 , 3 5 ]   4) [1 , 5 3 ] 
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 โจทยระบบจํานวนจริง แนวแกอสมการ  
FPAT-Pb39 (PAT1’ก.ค.52) ถา S = {x ∈ R | (x2 – 1)(x2 – 3) ≤ 15} มี a เปนจํานวนท่ีมีคานอยท่ีสุดใน S 
และมี b เปนจํานวนท่ีมีคามากท่ีสุดใน S แลว (b – a)2 มีคาเทากับเทาใด 
 1) 24   2) 12  
 3) 6   4) 3 
 
 โจทยระบบจํานวนจริง แนวแกอสมการ ติดเศษสวน ดานใดดานหนึ่ง เทากับ 0  

FPAT-Pb41 (B-PAT1’ต.ค.51) ให X = 








≤
+

+ 0  1)4)(2x (x 
3) 2)(x  (x  x -

-  และ Y = {x | x ∈ X และ x < 0}  

ถา p เปนสมาชิกท่ีมีคามากท่ีสุดของ X และ q เปนสมาชิกท่ีมีคามากท่ีสุดของ Y แลว |pq| เทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 6   2) 8  
 3) 10      4) 12 
 

FPAT-Pb43 (PAT1’ก.ค.52) ให A เปนเซตคําตอบของอสมการ 
65x x
36  13x  x

2
24

++

+-  ≥ 0  

ถา a เปนสมาชิกท่ีมีคานอยท่ีสุดในเซตAI (2, ∞)    และ b เปนจํานวนจริงลบที่มีคามากท่ีสุด โดยท่ี b ∉ A  
แลว a2 – b2 มีคาเทากับเทาใด  
 1) –5           2) –9   
 3) 5           4) 9 
 
FPAT-Pb42 (PAT1’ก.ค.52) ให X คือ เซตคําตอบของอสมการ x2

1)1)(x (2x 
-

-+  ≥ 0 

Y คือ เซตคําตอบของอสมการ 2x2 – 7x + 3 < 0 คาของ 6a – b มีคาเทาใด เมื่อ XI Y = [a, b) 
 1) 4       2) 6  
 3) 8      4) 10 
 
 โจทยระบบจํานวนจริง แนวแกอสมการ ติดเศษสวน ดานใดดานหนึ่ง ไมเทากับ 0  

KMK-Pb 1.5 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให S = 












+≥
1x
2 x   

23x x
x x 22 

---
  

ชวงในขอใดตอไปนี้เปนสับเซตของ S 
 1) (–∞, –3)    
 2) (–1, 0.5) 
 3) (–0.5, 2)    
 4) (1, ∞) 
 
 
 

Sup’k หลัก  
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 โจทยระบบจํานวนจริง แนว แกอสมการคาสัมบูรณ แบบมี แอบขางเดียว อีกขางเปนคาคงท่ี 
KAiOU-Pb 1.4 (PAT1’มี.ค.53) กําหนดให A = 







 ≤∈ +  4 9 6x   x R x 2 -  เมื่อ R คือเซตของจํานวนจริง 

ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) A′ = {x ∈ R | |3 – x| > 4} 2) A′ ⊂ (–1, ∞) 
 3) A = {x ∈ R | x ≤ 7}  4) A ⊂ {x ∈ R | |2x – 3| < 7} 
 
BRAN-Pb1.3 (PAT1’ต.ค.53) ให I แทนเซตของจํานวนเต็ม และ P(S) แทนเพาเวอรเซตของเซต S  
 ให A = {x ∈ I | |x2 – 1| < 8}      และ B = {x ∈ I | 3x2 + x – 2 ≥ 0}  
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) จํานวนสมาชิกของ P(A – B) เทากับ 4 2) จํานวนสมาชิกของ P(I – (AU B)) เทากับ 2 
 3) P(A – B) = P(A) – P(AI B) 4) P(A – B) – P(AI B) = {{0}} 
 
 โจทยระบบจํานวนจริง แนว แกอสมการคาสัมบูรณ แบบมี แอบขางเดียว อีกขางเปนตัวแปร 
FPAT-Pb46 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให A = {x | |x – 1| ≤ 3 – x} และ a เปนสมาชิกคามากท่ีสุดของ A   
คาของ a อยูในชวงใด 
 1) (0 , 0.5]   2) (0.5 , 1]  
 3) (1 , 1.5]   4) (1.5 , 2] 
 
 โจทยระบบจํานวนจริง แนว แกอสมการคาสัมบูรณ แบบมี แอบสองขาง 
FPAT-Pb45 (B-PAT1’ต.ค.51) ถาชวง (a, b) เปนเซตคําตอบของอสมการ 2|x + 3| > 3|x – 2|  
แลว b – a เทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 11  
 2) 12  
 3) 13  
 4) 14 
 
 โจทยระบบจํานวนจริง แนว แกอสมการคาสัมบูรณ แบบ ปลดแอบโดยนิยาม 
SheLL1.4 (PAT1’ก.ค.53) ถา A = 









>∈ + 1  3  |x| x 
2  | x 1| R x  -

--  แลว AI [0, 1) เทากับขอใด 

 1) 







3
2 ,3

1   

 2) 





 1 ,3
1   

 3) 





 1 ,3
2   

 4) 







2
3 ,3

2  
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X

P(-2, 8)
Y

A(-2, 3)

S(-2,-3) D(0,-3) R(4,-3)

B(2, 8) Q(4, 8)

Q(4, 4)

 โจทยเรขาคณิตวิเคราะห แนวหาพื้นท่ีรูป n เหลี่ยม 
BRAN-Pb1.9 (PAT1’ต.ค.53) ให ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมท่ีมีจุดยอด  
โดยที่ A(–2, 3)  , B(2, 8)  , C(4, 4) และ D(0, –3)       พ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยม ABCD เทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 16 ตารางหนวย   2) 32 ตารางหนวย  
 3) 10 13  ตารางหนวย   4) 26 10  ตารางหนวย 
วิธีคิดเร็วๆ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
วิธีจริง BRAN-Pb1.9 ตอบ 2) 
ข้ันที่ 1 จากรูป 
พ้ืนท่ี [PQRS] = PQ ⋅ QR = |–2 – 4|⋅|–3 – 8| = 66 
 
พ้ืนท่ี [ABP] = 2

1
 ⋅ AP ⋅ BP = 2

1 |8 – 3|⋅|–2 – 2| 

  = 10 ตารางหนวย 
 
พ้ืนท่ี [BCQ] = 2

1
 ⋅ CQ ⋅ BQ = 2

1 |8 – 4|⋅|4 – 2| 

  = 4 ตารางหนวย 
 
พ้ืนท่ี [CDR] = 2

1
 ⋅ CR ⋅ DR = 2

1 |–3 – 4|⋅|4 – 0| 

  = 14 ตารางหนวย 
 
พ้ืนท่ี [ADS] = 2

1
 ⋅ AS ⋅ DS = 2

1 |–3 – 3|⋅|–2 – 0|  
  = 6 ตารางหนวย 
 
ข้ันที่ 2 จะหา  พ้ืนท่ี [ABCD] = [PQRS] – [ABP] – [BCQ] – [CDR] – [ADS] 
   ∴  พ้ืนท่ี [ABCD] =     66   –   10    –   4    –   14   – 6       = 32 ตารางหนวย 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 _______________________________________ คณิตศาสตร (83) 

C(9, 1)

Y

B(1,-5)

A(-3,-2)

C(9, 1)

B(1,-5)
A(-3,-2)

D(x, y)

G

FPAT-Pb48 (B-PAT1’ต.ค.51) ให ABCD เปนสี่เหลี่ยมดานขนานที่อยูในระนาบ XY  
ถา A = (–3, –2) ,  B = (1, –5), C = (9, 1)    แลว BD  มีคาเทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 91  2) 10 3) 97  4) 10 2  
 
วิธีคิดเร็วๆ 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
วิธีจริง & พิสูจนสูตรลัด 
       
ข้ันที่ 1       
       
 
   สมการ 
   จุดก่ึงกลางของเสนทแยงมุมAC = จุด G = จุดก่ึงกลางของเสนทแยงมุมBD 
     
   






 ++

2
12][ ,2

93][ --    =   





 ++

2
5][y ,2

1 x -  

   ∴  2
93][ +-  = 2

1x +   และ 2
12][ +-  = 2

5][ y -+  

   ∴   5 = x  และ 4 = y 
   ∴  D(x, y) = D(5, 4)     
ข้ันที่ 2 จะหา BD  = ระยะ BD = 22 y)(  x)( ∆∆ +  = 22 5])[  (4  1)  (5 --- +  = ตอบ97    

ทฤษฎีเรขาคณิต
เสนทแยงมุมของสีเ่หลี่ยมดานขนาน 
จะตัดกันและแบงครึ่งซ่ึงกันและกนั 

Sup’k Tips  
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 โจทยเพิ่มเติมเรขาคณิตวิเคราะห .  
KAiOU-Pb 1.15 (PAT1’มี.ค.53) ให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมท่ีมี A(0, 0) และ B(2, 2) เปนจุดยอด  
และ C(x, y) เปนจุดยอดในจตุภาค(quadrant)ท่ี 2 ท่ีทําใหดาน AC ยาวเทากับดาน BC  
ถาพ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม ABC มีคาเทากับ 4 ตารางหนวย แลวจุด C อยูบนเสนตรงในขอใด 
 1) x – y + 4 = 0  
 2) 4x + 3y – 1 = 0  
 3) 2x – y – 3 = 0  
 4) x + y – 5 = 0 
  
 
KAiOU-Pb 1.9 (PAT1’มี.ค.53) จุด A(-3, 1), B(1, 5), C(8, 3) และ D(2, –3) เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม 
ABCD ขอใดตอไปนี้ผิด 
 1) ดาน AB ขนานกับดาน DC 
 2) ผลบวกความยาวของดาน AB กับ DC เทากับ 10 2  หนวย 

 3) ระยะตั้งฉากจากจุด A ไปยังเสนตรงท่ีผานจุด C และ D มีคาเทากับ 2
29  หนวย 

 4) ระยะตั้งฉากจากจุด B ไปยังเสนตรงท่ีผานจุด C และ D มีคาเทากับ 2
9  หนวย 

 
 
FPAT-Pb49 (B-PAT1’ต.ค.51) ให A(–1, –1) และ B(1, c) เปนจุดในระนาบ XY    ถา L เปนเสนตรงซ่ึงผาน 
จุด A, B และมีความชันเทากับ 3 แลวเสนตรงท่ีมีความชันเทากับ –2 และ ผานจุด B จะมีสมการดังขอใดตอไปนี ้
 1) y = –2x + 7    
 2) y = –2x + 5  
 3) y = –2x + 3    
 4) y = –2x + 1  
  
 
SheLL1.9 (PAT1’ก.ค.53) รูปสามเหลี่ยม ABC มีมุม CBAˆ  เปนมุมฉาก และดานตรงขามมุมฉากยาว 10 หนวย 
ถาพิกัดของจุด A และจุด B คือ (–4, 3) และ (–1, 2) ตามลําดับ แลวสมการเสนตรงในขอใดผานจุด C 
 1) x + 8y – 27 = 0    
 2) 8x + y – 27 = 0  
 3) 4x – 5y + 3 = 0    
 4) –5x + 4y + 3 = 0 
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 โจทยภาคตัดกรวย แนววงกลม  
BRAN-Pb1.8 (PAT1’ต.ค.53) พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. x2 + y2 + 6x – 4y = 23 เปนสมการวงกลมที่สัมผัสกับเสนตรง 
   ซ่ึงมีสมการเปน 21x + 20y + 168 = 0  
  ข. y2 + 16x – 6y = 71 เปนสมการของพาราโบลาที่มีจุดยอดท่ี (–5, 3)  
   และจุดโฟกัสท่ี (–1, 3) 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก แต ข. ผิด  
 3) ก. ผิด แต ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
KMK-Pb 1.9 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให A = {(x, y) | x2 + y2 = 1}  
และ B = {(x, y) | x2 + y2 – 10x – 10y + 49 = 0}  
ถา p ∈ A และ q ∈ B แลว ระยะทางมากที่สุดท่ีเปนไปไดระหวางจุด p และ q เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 5 2  หนวย 2) 2 + 5 2  หนวย 3) 2 5  หนวย 4) 5 + 2 5  หนวย 
 
BRAN-Pb2.34 (PAT1’ต.ค.53) จุด A(1 , 0) และจุด B(b , 0) เมื่อ b > 1  
เปนจุดปลายของเสนผานศูนยกลางของวงกลมวงหนึ่ง  
ถาเสนตรง L ผานจุด (–1, 0) และสัมผัสกับวงกลมวงนี้ มีความชัน เทากับ 3

4  แลว b เทากับเทาใด  
ตอบ........................... 
 
FPAT-Pb50 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให วงกลมรูปหนึ่งมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (2, 1)  
ถาเสนสัมผัสวงกลมท่ีจุด x = 1  
เสนหนึ่งมีความชันเทากับ 3

1  แลวจุดในขอใดตอไปนี้อยูบนวงกลมท่ีกําหนด 

 1) (0, 1)   2) (0, 2)  
 3) (1, 0)   4) (3, 0) 
 
FPAT-Pb52 (PAT1’ก.ค.52) ใหเสนตรง l1 และ l2 สัมผัสกับวงกลม (x – 5)2 + y2 = 20 ท่ีจุด A และ B 
ตามลําดับ โดยที่จุดศูนยกลางของวงกลมอยูบนเสนตรงที่ผานจุด A และ B  
ถาสมการของเสนตรง l1 คือ x – 2y + 5 = 0 แลวจุดใดตอไปนีอ้ยูบนเสนตรง l2 
 1) (0, 15) 2) (1, –8) 3) (8, –1) 4) (15, 0) 
 
 
KMK-Pb 2.7 (PAT1’ต.ค.52) ให a, b, c เปนจํานวนจริง ถาวงกลม x2 + y2 + ax + by + c = 0  
มีศูนยกลางท่ี (2, 1) และมีเสนตรง x – y + 2 = 0 เปนเสนสัมผัสวงกลม แลว |a + b + c| เทากับเทาใด 
ตอบ ........................... 
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 โจทยภาคตัดกรวย แนวพาราโบลา  
FPAT-Pb54 (PAT1’ก.ค.52) ระยะทางระหวางจุดโฟกัสของพาราโบลา y2 = –8x กับ เสนตรง 2x + y = 6  
มีคาเทาใด 
 1) 2 5  หนวย 2) 3 5  หนวย 3) 4 5  หนวย 4) 5 5  หนวย 
 
FPAT-Pb55 (B-PAT1’ต.ค.51) ให P เปนจุดตัดของเสนตรง x – 2y = 0 และเสนไดเรกตริกซของพาราโบลา 
x2 = 8y   ระยะระหวางจุด P และเสนตรง 2x – y = 1 เทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 5

6  หนวย 2) 5
7  หนวย 3) 7 หนวย 4) 5

7  หนวย 
 
FPAT-Pb56 (PAT1’มี.ค.52) ถาเสนตรงเสนหนึ่งผานจุดกําเนิดและจุดยอดของพาราโบลา y2 – 4y + 4x = 0 
และเสนไดเรกตริกซท่ีจุด (a , b) แลว a + b มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 4 2) 5 3) 6 4) 7 
 
KMK-Pb 2.8 (PAT1’ต.ค.52) พาราโบลามีจุดยอดท่ี (–1, 0) และมีจุดกําเนิดเปนจุดโฟกัส  
ถาเสนตรง y = x ตัดพาราโบลาที่จุด P และจุด Q แลว ระยะทางระหวางจุด P กับจุด Q เทากับเทาใด 
ตอบ........................... 
 
 โจทยภาคตัดกรวย แนววงรี  
KMK-Pb 1.6 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให S = [–2, 2] และ r = {(x, y) ∈ S × S | x2 + 2y2 = 2} ชวงในขอใด
ตอไปนี้ไมเปนสับเซตของ Dr – Rr 
 1) (–1.4, –1.3) 2) (–1.3, –1.2) 3) (1.2, 1.4) 4) (1.4, 1.5) 
 
FPAT-Pb57 (B-PAT1’ต.ค.51) วงรีท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุด (1, 2)    แกนเอกขนานกับแกน X และยาว 6 หนวย  
แกนโทยาว 4 หนวย ผานจุดในขอใดตอไปนี ้
 1) (0, 1) 2) (2, 0) 3) (1, 4) 4) (4, 1) 
 
FPAT-Pb58 (PAT1’ก.ค.52) ให E เปนวงรีท่ีมีจุดโฟกัสท้ังสองอยูบนวงกลม C ท่ีมีสมการเปน x2 + y2 = 1  
ถาวงร ีE สัมผัสกับวงกลม C ท่ีจุด (1, 0) แลวจุดใดตอไปนีอ้ยูบนวงร ีE 
 1) 








2
1 ,2

1   2) 







2
5 ,2

1  3) 





 1 ,3
1  4) 








3
4 ,3

1  
 
FPAT-Pb59 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให วงรรีูปหนึ่งมีโฟกัสอยูท่ีจุด (±3, 0) และผานจุด 








2
21 2,   

จุดในขอใดตอไปนี้อยูบนวงรีท่ีกําหนด 

 1) (–4, 0)  2) 







2
25 0,  3) (6, 0) 4) (0, –3 2 ) 
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 โจทยภาคตัดกรวย แนวไฮเพอรโบลา 
KMK-Pb 1.10 (PAT1’ต.ค.52) ให E เปนวงรีท่ีมโีฟกัสอยูท่ีจุดยอดของไฮเพอรโบลา x2 – y2 = 1  
ถา E ผานจุด (0, 1) แลวจุดในขอใดตอไปนี้อยูบน E 

 1) 







2
2 1, -    2) (1, 2 )  

 3) 







2
1 1, -    4) 








2
3 1,  

 
FPAT-Pb62 (B-PAT1’ต.ค.51)  ให F1, F2 เปนจุดโฟกัสของไฮเพอรโบลา 2(x – 1)2 – (y – 2)2 = 8  
โดยที่ F2 อยูในควอดรันตท่ี 1    วงกลมท่ีม ีF2 เปนจุดศูนยกลางและผานจุด (2 3 , 3) คือ วงกลมท่ีมีสมการ 
ดังขอใดตอไปนี ้
 1) (x + (1 + 2 3 )2) = 4y – y2 + 2 2) (x – (1 + 2 3 ))2 = 4y – y2 + 2 
 3) (x + (1 + 2 3 ))2 = 4y – y2 – 2 4) (x – (1 + 2 3 ))2 = 4y – y2 – 2 
 
FPAT-Pb63 (PAT1’ก.ค.52) กําหนด S = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 17} 
  P = {(x, y) | x2 – y2 = 1} 
  Q = {(x, y) | y2 – x2 = 1} 
ถา a ∈ SI P และ b ∈ SIQ แลวระยะทางที่นอยท่ีสุดระหวาง a และ b เทากับเทาใด 
 1) 3 2  – 4   2) 2 3  – 2  
 3) 3 2  – 2   4) 2 3  – 4 
 
FPAT-Pb64 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให A = { a | เสนตรง y = ax ไมตัดกราฟ y2 = 1 + x2}  
และ  B = {b | เสนตรง y = x + b ตัดกราฟ  y2 = 1 – x2 สองจุด}  
เซต {d | d = c2, c ∈ B - A}เทากับชวงใดตอไปนี ้
 1) (0, 1)   2) (0, 2)  
 3) (1, 2)   4) (0, 4) 
 
KAiOU-Pb 1.8 (PAT1’ม.ีค.53) กําหนดใหวงร ี25x2 + 21y2 + 100x – 42y – 404 = 0  
แลวไฮเพอรโบลาท่ีมีจุดยอดอยูท่ีจุดโฟกัสท้ังสองของวงรีและผานจุด (–3 , 1 + 8 ) มีสมการตรงกับขอใด
ตอไปนี้ 
 1) 5y2 – 4x2 – 10 8 y – 32x – 25 = 0 2) 3y2 – 2x2 – 6 8 y – 8x + 15 = 0 
 3) y2 – 4x2 – 2y – 16x – 19 = 0 4) y2 – 7x2 – 2y – 28x – 28 = 0 
 
SheLL1.8 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดวงกลมรูปหนึ่งมีจุดปลายของเสนผานศูนยกลางอยูบนจุดศูนยกลาง 
และจุดโฟกัสดานหนึ่งของไฮเพอรโบลา 9x2 – 16y2 – 90x + 64y + 17 = 0  
แลววงกลมดังกลาวน้ีมีพ้ืนท่ีเทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 4

25π  ตารางหนวย   2) 2
25π  ตารางหนวย  

 3) 4π ตารางหนวย   4) 5π ตารางหนวย 
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 โจทยความสัมพันธ แนวอินเวอรสของความสัมพันธ 
FPAT-Pb77 (B-PAT1’ต.ค.51) ให r = {(x, y) | 2y = 3x – 4}  
ถา a, b เปนคาคงตัว และ r-1 = {(x, y) | y = ax + b} แลว 3a – b

4  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 3
5  2) 4

3  3) 5
4  4) 3

4  
 
FPAT-Pb78 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดความสัมพันธ r = {(x, y) | x ∈ [-1, 1] และ y = x2}  
 พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. r-1 = {(x, y) | x ∈ [0, 1] และ y = ± |x| } 
  ข. กราฟของ r ตัดกับกราฟของ r-1 เพียง 2 จุด เทาน้ัน 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 โจทยความสัมพันธ แนวหาโดเมนและเรนจ โดยกราฟ 
FPAT-Pb75 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให f(x) = x2 – 1 เมื่อ x ∈ (-∞, -1]U [0, 1] และ g(x) = 2x เมื่อ        
x ∈ (-∞, 0] ขอใดตอไปนีถ้กูตอง 
 1) Rg ⊂ Df   2) Rf ⊂ Dg  

 3) f เปนฟงกชัน 1 - 1   4) g ไมเปนฟงกชัน 1 - 1 
 
FPAT-Pb70 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให A = [–2, –1]U [1, 2] และ r = {(x, y) ∈ A × A | x – y = –1} 
ถา   a, b > 0 และ a ∈ Dr, b ∈ Rr แลว a + b เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 2.5 2) 3 3) 3.5 4) 4 
 
 โจทยความสัมพันธ แนวหาโดเมนและเรนจ โดยการจัดรูป หาเงื่อนไข 
FPAT-Pb71 (สอบตรงวิศวะ’50) กําหนด r และ s เปนความสัมพันธ  
  r = {(x, y) ∈ R × R | x2 + xy = –1} s = 









=×∈ | x 3|  1
2  yR R    y)(x,   --  

 จงหาวา Rs – Rr เปนสับเซตของขอใดตอไปนี้ 
 1) (–4, –2)  2) (–1, 1)  3) (–2, 0)  4) (–1, 4) 
 

FPAT-Pb72 (สอบตรงวิศวะ’51) กําหนดให r = 
















=×∈
2

 
x95

1  yR R    y)(x,  

--
 

   s = {(x, y) ∈ R × R | 2xy2 – 3xy = 4x + 1} 
 มีจํานวนเต็มก่ีจํานวนท่ีอยูในเซต Rr – Ds 
 1) 0   2) 1   3) 2   4) 7 
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KAiOU-Pb 1.6 (PAT1’มี.ค.53) ให f และ g เปนฟงกชันจากเซตของจํานวนจริงไปยังเซตของจํานวนจริง โดยที ่
f(x) = 

 4 x
1 x 

2 -
-  และ g(x) = f(x)  – 1x -  จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 

  ก. Dg = (2, ∞)    
  ข. คาของ x > 0 ท่ีทําให g(x) = 0 มีเพียง 1 คาเทาน้ัน 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 โจทยฟงกชนั แนวคํานวณฟงกชันธรรมดา 
FPAT-Pb65 (PAT1’ก.ค.52) ให g(x) = x2 + x + 1 และ r, s เปนคาคงตัว ซ่ึง s ≠ 0  
ถา g(r + s) = g(r – s)  แลว r2 เปนสมาชิกของชวงใดตอไปนี ้
 1) (0, 0.5) 2) (0.5, 1) 3) (1, 1.5) 4) (1.5, 2) 
 
 โจทยฟงกชนั แนวจัดรูปฟงกชันธรรมดา 
KAiOU-Pb 1.13 (PAT1’มี.ค.53) กําหนดให f 








1x 
x
-  = x

1  เมื่อ x ≠ 0 และ x ≠ 1  

ถา 0 < θ < 2
π     แลว f(sec2 θ) เทากับขอใดตอไปนี ้

 1) sin2 θ 2) cos2 θ 3) tan2 θ 4) cot2 θ  
 
 โจทยฟงกชนั แนวจัดรูปฟงกชันอินเวอรสธรรมดา 

AVATAR-Pb 6.1 (แนวสอบตรงแพทย กสพท’53) จงหา f-1(x) เมื่อ f(x) = xx
xx

1010
10  10

-
--

+
 

ตอบ........................... 
 
 โจทยฟงกชนั แนวคํานวณฟงกชันคอมโพสิตธรรมดา 
KMK-Pb 2.3 (PAT1’ต.ค.52) ถา f(x) = x

1  และ g(x) = 2f(x) แลว จงหา g ๐ f(3) + f ๐ g–1(3)  
ตอบ........................... 
FPAT-Pb66 (B-PAT1’ต.ค.51) ให f(x) = 2

x  + 1 และ g(x) = x3    ,  (f-1 ๐ g)(3) มีคาเทากับขอใด 

 1) 16 2) 20 3) 50 4) 52 
 
FPAT-Pb66.1   ให f(x) = 6 x 

3 x 
+
+  และ (f-1 ๐ g)(x) = 1x 

6x
-

-  ถา g(a) = 2 แลว a อยูในชวงใด 

 1) [–1, 1) 2) [1, 3) 3) [3, 5) 4) [5, 7) 
 
FPAT-Pb67 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดฟงกชัน f(x) = x – 5 และ g(x) = x2  
ถา a เปนจํานวนจริงท่ีทําให   f ๐ g(a) = g ๐ f(a)     แลว (f ⋅ g)(a) มีคาเทากับเทาใด 
 1) 18 2) –18 3) 25 4) –25 
 



 

คณิตศาสตร (90)_______________________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2011 

 โจทยฟงกชนั แนวคํานวณฟงกชันคอมโพสิตยากขึ้นมาหนอย 
KAiOU-Pb 2.22 (PAT1’มี.ค.53)  
  

นิยาม f : R → R และ g : R → R เปนฟงกชันใดๆ 
 (f ⊗ g)(x) = f(g(x)) – g(f(x)) สําหรับทุกจํานวนจริง x 

  
ถา f(x) = x2 – 1 และ g(x) = 2x + 1 สําหรับทุกจํานวนจริง x      แลว (f ⊗ g)(1) เทากับเทาใด 
ตอบ........................... 
 
KAiOU-Pb 1.5 (PAT1’มี.ค.53) กําหนดให y1 = f(x) = 1x 

1x 
-
+  เมื่อ x เปนจํานวนจริงท่ีไมเทากับ 1 

  y2 = f(y1)    ,    y3 = f(y2), ... 
  yn = f(yn–1)    สําหรับ n = 2, 3, 4, ... 
 คาของ y2553 + y2010 เทากับขอใดตอไปนี ้

 1) 1 x 
1 x 

+
-    2) 1x 

1  x2
-
+   

 3) 2x
1  x2 +    4) 1x 

 x2x   1 2
-

-+  
 
SheLL2.28 (PAT1’ก.ค.53) ให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f1, f2, f3, f4, g และ h เปนฟงกชันจาก R ไป R 
โดยที่ f1(x) = x + 1  , f2(x) = x – 1  ,  f3(x) = x2 + 4   ,  f4(x) = x2 – 4   
(f1 ๐ g)(x) + (f2 ๐ h)(x) = 2  
และ  (f3 ๐ g)(x) – (f4 ๐ h)(x) = 4x คาของ (g ๐ h)(1) เทากับเทาใด    ตอบ........................... 
 
 
SheLL1.18 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง  
 ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยที่ f(x) = ax + b เมื่อ a, b เปนจํานวนจริง 
 ถา f เปนฟงกชันลด และ f(f(f(f(x)))) = 16x + 45 แลวคาของ a + b เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) –11   2) –5  
 3) 11   4) 5 
 
 โจทยฟงกชนั แนวนิยามตรวจสอบความเปนฟงกชัน 
BRAN-Pb1.4 (PAT1’ต.ค.53) ให R แทนเซตของจํานวนจริง, ความสัมพันธขอใดตอไปนี้เปนฟงกชัน 

 1) ความสัมพันธ r1 = {(x, y) ∈ R × R | x = 2 y 4 -  และ xy ≥ 0} 
 2) ความสัมพันธ r2 = {(x, y) ∈ R × R | x2 + y2 = 4 และ xy > 0} 
 3) ความสัมพันธ r3 = {(x, y) ∈ R × R | ||x| – |y|| = 1} 
 4) ความสัมพันธ r4 = {(x, y) ∈ R × R | |x – y| = 1} 
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 โจทยฟงกชนั แนวฟงกชันแยกชวง 
FPAT-Pb76 (B-PAT1’ต.ค.51)  ให f(x) = x2 + 2 เมื่อ x ∈ [-1, 0]U (1, 2) 

และ g(x) = 










∈

∈
2 ,2

1  x ,  2 4x 
0] 1,[  x ,x       

-
--

 

ขอใดตอไปนี้ไมถกูตอง 
 1) Df ⊆ Dg   2) Rf ⊆ Rg  
 3) f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง  4) g เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง 
 
 
 โจทยฟงกชนั แนวฟงกชันแยกชวง VS อินเวอรส 

FPAT-Pb79 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให f(x) = 3x – 1 และ g–1(x) = 






<
≥

0  x , x
0  x ,  x

2
2

 

-
  

คาของ f-1(g(2) + g(–8)) เทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 3

2  1 -  2) 3
2  1 +  3) 3

21
-
-  4) 3

2  1
-
+  

 
 
 โจทยฟงกชนั แนวฟงกชันพีชคณิตฟงกชัน VS อินเวอรส 
KMK-Pb 2.4 (PAT1’ต.ค.52) ถา f(x) = 3 x  และ g(x) = x1

x
+  แลว (f–1 + g–1)(2) เทากับเทาใด 

ตอบ........................... 
 
 
 
 โจทยฟงกชนั แนวคอมโพสิต VS อินเวอรส VS นิยามฟงกชันแบบเซต 
BRAN-Pb2.42 (PAT1’ต.ค.53) ให R แทนเซตของจํานวนจริง 
 ให f = {(x, y) ∈ R × R | y = 3x – 5} 
  g = {(x, y) ∈ R × R | y = 2x + 1} 
 ถา a ∈ R และ (g-1 ๐ f-1)(a) = 4 แลว (f ๐ g)(2a) เทากับเทาใด 
ตอบ........................... 
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 เมตริกซ : อินเวอรสการคูณของเมทริกซ (ตัวผกผันของเมทริกซ) 
  

นิยาม 1.1!!     AA-1 = A-1A = I 
เมตริกซ Bn×n เปน อินเวอรสการคูณของเมทริกซ An×n 
ก็ตอเม่ือ AB = I = BA เขียนแทนดวย B = A-1  

  
สูตร 1.2 !! ตัวผกผันการคูณของเมทริกซ A, อินเวอรสของเมทริกซ A, A-1 สําหรับมิติ n × n 

A-1 = Adet 
1

 ⋅ adj A 
 

  
สูตร 1.3 !! ถา A = [ก] → ∴  A-1 = 




ก1  เมื่อ ก ≠ 0 

 
  
สูตร 1.4 !! ถา A = 








d  c
 ba  → ∴  A-1 = Adet 

1








a   c
b d

 
 

-
-  

 
  
นิยาม 1.6!! สําหรับเมทริกซ An×n ขนาดมิติใดๆ 
ถา det A = 0 แลว จะเรียก เมทริกซ A วา “เมทริกซเอกฐาน”, “Singular Matrix”, “ซิงกูลารเมทริกซ”  

จะหา A-1 ไมได  
  
นิยาม 1.7!! สําหรับเมทริกซ An×n ขนาดมิติใดๆ 
ถา det A ≠ 0 แลว จะเรียก เมทริกซ A วา “ไมใชเมทริกซเอกฐาน” , “Non-singular Matrix”  
                                                “นอนซิงกูลารเมทริกซ” 

จะหา A-1 ได  
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Pb 3 ให A-1 = 







2  1 
1  1

 

- , B-1 = 







0   1
1  2
 

-    จงหา (A – 2B)-1        ตอบ .................... 

แนวคิด  
ข้ันที่ 1 จาก A-1 = 








2  1 
1 1

 

-  
 

→ A = 11  21)(
1

    ⋅⋅ -- 







1  1
1  2 

--
-  → A = 3

1
- 








1  1
1 2 

--
-  → A = 

















3
1  3

1 
3
1  3

2

 

-
 

 
ข้ันที่ 2 จาก B-1 = 








0   1
1  2
 

-  

→ B = 1)(1  02
1

    -- ⋅⋅ 







2  1
1  0 

-  → ∴  B = 1
1









2  1
1 0 

-  → ∴  B = 







2  1
1 0 

-  
 

ข้ันที่ 3 จะหา (A – 2B) -1 = 

1

2  1
1  0 2  

3
1  3

1 
3
1  3

2
 

 

-

--
-









































 = 

1

  42
2  0   

3
1  3

1 
3
1  3

2
 

 

-

--
-









































 = 

1

3
11  3

7 
3
5  3

2

 

-

-
--
































       

= 























3
5

3
7  3

11
3
2

1
----- 
















3
2  3

7
3
5  3

11

--
-

 = 57
9

















3
2  3

7
3
5  3

11

--
-

 

 
 โจทยเมตริกซ แนวหา อินเวอรส ของ 2 × 2 
TF-PAT4 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดให A และ B เปนเมทริกซท่ีสอดคลองกับ 2A – B = 








6  3

  43   

และ A + 2B = 







2   4
2   1  

-
-  จงหาวา (AB)-1 คือเมทริกซในขอใดตอไปนี ้

 1) 












4
1  1 
0   1

 

 

-
-

 2) 












1  0
4
1   1  

-  3) 












1  1 
0   4

1
 -

-  4) 












4
1  0
1  1  

-
-

 

 

 โจทยเมตริกซ แนวแกสมการเมตริกซ 
SheLL2.30 (PAT1’ก.ค.53) ให a, b, c, d เปนจํานวนจริง  

ถา 3 













d  2
  b5

c
a

 = 












3  1  d
6     5a

-  + 











 +

2d     2
 b 5   4

c
a

  แลว คาของ b + c เทากับเทาใด  ตอบ........................... 

 
KAiOU-Pb 2.7 (PAT1’มี.ค.53) ให x, y, z และ w สอดคลองกับสมการ 









w  1
0  1   

- 







y   0
1x  
 

-  = 







2     z
1 2y -









w  1
0 1 

-  

คาของ 4w – 3z + 2y – x เทากับเทาใด  ตอบ........................... 
 

Sup’kระวัง!!  
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BRAN-Pb 1.12 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให A = 







1  1
1  1  

-  และ B = 





z  y
x  y   

ถา A-1BA = 







  40 
0  2

 

-  แลวคาของ xyz เทากับเทาใดตอไปนี้ 

 1) –3 2) –1 3) 0 4) 1 
 

KMK-Pb 1.11 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให X = 
 
 
  

x
y
z

 สอดคลองกับสมการ AX = C 

เมื่อ A = 
















2  1  0 
1  0 2
1  2  1 

 

 

 - , B = 
















0      41
1  0   2
0   1  1

-
-

 และ C = 
 
− 
  

2
2

3
  

ถา (2A + B)X = 
 
 
  

a
b
c

 แลว a + b + c มีคาเทาใดตอไปนี้ 

 1) 3 2) 6 3) 9 4) 12 
 
 ทฤษฎีของ det ดีเทอรมินันต  
  
สูตร 3.1 !! ดีเทอรมินันตของเมตริกซของเมตริกซขนาด 2 × 2  
A = [5]  → ∴  det A = [5]  = 5  
B = [–7]  → ∴  det B = 7][-  = –7 
  
 

 
สูตร 3.2 !! ดีเทอรมินันตของเมตริกซของเมตริกซขนาด 2 × 2 
C = 








2  4
5  9      → ∴ det C = 2  4

5  9  = 9 × 2 – 4 × 5 = 18 – 20 = –2  

D = 







7   5 
4  2
  

--  → ∴ det D = -2 -4
5 7  = (-2) × 7 – (–4) × 5 = –14 + 20 = 6 

  

สูตร 3.3 !! กําหนดให A = 
















  ih  g
  fe  d

c    ba
 จะได det A = 

  ih  g
  fe  d

c    ba
 = 

  ih  g
  fe  d

c    ba
 

 
∴  det A = a ⋅ e ⋅ i   + b ⋅ f ⋅ g   +  c ⋅ d ⋅ h     –  g ⋅ e ⋅ c  –   h ⋅ f ⋅ a    –  i ⋅ d ⋅ b 
      ระวัง! สูตรคูณลงตอบเลย คูณขึ้นใสลบซอน ใชไดเฉพาะ 2 × 2, 3 × 3        

Sup’k ระวัง!!  
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 โจทยเมตริกซ แนวนิยาม det 
TF-PAT1 (B-PAT1’ต.ค.51) ให a และ b เปนจํานวนจริง 

ถา X = 
 
 
  

1 2 3
2 a 1
3 b 2

 และ Y = 
 
 
  

2 a 3
2 b 3
1 2 3

 

โดยที่ X และ Y ไมมีตัวผกผัน แลว a + b เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) –1 2) –2 3) –3 4) –4 
 
 สูตรของ ไมเนอร, โคแฟกเตอร 
  
นิยาม 4.1 กําหนดใหเมตริกซ A = [ aij ]n×n โดยที่ ai j ∈ R และ n เปนจํานวนเต็มท่ีมากกวา 2 
  ไมเนอรของ aij คือ ดีเทอรมินันตของเมตริกซท่ีเกิดจากการตัดแถวท่ี i และ หลักท่ี j ออกไป  
   เขียนแทน ไมเนอรของ aij ดวย M(aij), Mij (A)    
นิยาม 4.2 กําหนดให A = [aij]n×n โดยที่ aij ∈ R และ n เปนจํานวนเต็มท่ีมากกวา 2 
  โคแฟกเตอรของ aij คือ (-1)i+j ⋅ Mij(A) 
  เขียนแทน โคแฟกเตอรของ aij ดวย C(aij) , Cij(A)   

 

เชน A = 


















3   1  0   1
   42   3  2

2   1   1   1
0      40   2

 

 

 

 

-
-  → ∴  M13(A) = 

3   1  0   1
4  2   3  2
2   1   1   1
0    40  2

 

  

 

 

 

-
-  = 

3  0   1
  43  2
2  1   1

 

 

-  = –5  

 
→ ∴  C13(A) = (–1)1+3⋅M13(A) = (–1)4⋅M13(A) = (–1)4⋅(-5) = –5 
 
 
 โจทยเมตริกซ แนวโคแฟกเตอร ไมเนอร 

TF-PAT2 (PAT1’ม.ีค.52) กําหนดให A = 
















y    1   2
2   x    2
1   2   1

 

 

 -
 โดยที่ x และ y เปนจํานวนจริง  

ถา C11(A) = 13 และ C21(A) = 9 แลว det(A) มีคาเทากับขอใดตอไปนี ้
 1) –33 2) –30 3) 30 4) 33 
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 สูตรของdet ดีเทอรมินันต  
กําหนดให A, B และ C เปนเมตริกซจัตุรัสมิติ n × n และ k เปนคาคงท่ีใดๆ 
 
 
 
 
2 
 โจทยเมตริกซ แนวใชสูตรของเมตริกซ VS สูตรของdet 
KAiOU-Pb2.6 (PAT1’ม.ีค.53) ให A และ B เปนเมตริกซท่ีมีขนาด 2 × 2  

โดยที่ 2A – B = 







6   5 
4  4
  

--  และ A – 2B = 







0   4 
8 5
  

--  คาของ det (A4B–1) เทากับเทาใด 

ตอบ........................... 
 

KMK-Pb 1.12 (PAT1’ต.ค.52) ถา det
































 1

5  1  3
2  2  0
0  x  0

2
 

 

-
 = 1x 

1
-  แลว x มีคาเทากับขอใดตอไปนี ้

 1) 1 2) 2 3) 3 4) 4 
 
 โจทยเมตริกซ แนวdet (adj A) 
AVATAR-Pb 14.1 (แนวขอสอบตรงเขาแพทย กสพท’53) กําหนด A เปนเมตริกซ 3 × 3  
ท่ีมี det(A) = 2  
จงหา det(adj(adj(A))) 
ตอบ........................... 
 
 
 
 
 
 
 
 โจทยเมตริกซ แนวใชสูตรของเมตริกซบวกกัน  
TF-PAT3 (PAT1’ก.ค.52) ให A เปนเมทริกซมิต ิ2 × 2 โดยที่ det(A) = 4 และ I เปนเมทริกซเอกลักษณ  
ถา  A – 3I เปนเมทริกซเอกฐาน แลว det(A + 3I) มีคาเทากับเทาใด 
 1) 12 2) 16 3) 20 4) 26 
 
 

 det (AB) = det A ⋅ det B 
 det (cA) = cn ⋅ (det A) 
 det I = 1, det 0 = 0 

 det (At) = det A 
 det (A-1) = (det A)-1 
 det (An) = (det A)n 

det (–A) = det A , n = คู 
 det (–A) = – det A , n = ค่ี 
 det (A ± B) ≠ det A ± det B 

Sup’k Tips  
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BRAN-Pb2.36 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให X เปนเมตริกซท่ีสอดคลองกับสมการ 









3   4
2  1 -  + 4X = 








3   1  0
2 1 2
 

-
















1  3
4  1 
2  3 

 

 

  

 

-
 

แลวคาของ det(2Xt⋅(X + Xt)) เทากับเทาใด ตอบ........................... 
  
SheLL1.12 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดให A = 








1  0
1 0 , B = 








0  0
1 1  และ C = 








2   0
1 1
 

-   

คาของ det(2At + BC2 + BtC) เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) –1 2) 0 3) 2 4) 6 
 
SheLL2.31 (PAT1’ก.ค.53) ให a, b, c, d, t เปนจํานวนจริง ถา A = 








d  c
 ba  โดยที่ det(A) = t ≠ 0  

และ det(A + t2A-1) = 0   แลวคาของ det(A – t2A-1) เทากับเทาใด   ตอบ........................... 
 
เมตริกซผูกผันของ A  หรือ adj(A) 
 
 นิยาม 2.1 เมตริกซผูกพันของ A คือ adj A 
 กําหนดให A = [aij]n×n จะได adj A = [Cij]t5 
 
 
 
 
 

A-Pb 3.32 ให A = 
















1  2   1 
0   8  3

   42   1 

 

 

  
-

-    จงหา A-1  ตอบ ........................ 

แนวคิด ข้ันที่ 1 หา det A = –70 ≠ 0 ซ่ึงสามารถหาอินเวอรสได 
 
 ข้ันที่ 2 ใชสูตร A-1 = Adet 

1 (adj A) 

  

∴  A-1 = 70
1

-

t

8  3
2  1 

0  3
  41     0  8

  42 
2   1
2   1  1  1

   41   1  2
   42

2  1 
8  3  1  1 

0   3  1  2
0   8 

  
      

 

 

 

  

  

 



























--

----

-
-

---
 = 70

1
-

t

14   12  32
0      5   10

14   3   8
 

 

















--
-

---
 = 70

1
-

 
 
 

-8 10 -32
-3 -5 -12
-14 0 14

 

สูตร 2.3    A ⋅ adj A = adj A ⋅ A = (det A)I 

นิยาม2.2   adj A = 
t

333231
232221
131211

C  C  C
C  C  C
C  C  C

















 

– 

– 
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 โจทยเมตริกซ แนวหา อินเวอรส ของ 3×3 
TF-PAT6 (B-PAT1’ต.ค.51) กําหนดให A = [aij]3×3  

เปนเมทริกซ ท่ีมี A-1 = 
















1  2   1 
0   8  3

   42   1 

 

 

  
-

-  

แลว จงหาคาของ a23  
 1) 0 2) 70

16  

 3) 70
32  4) 70

12  
 

TF-PAT7 (PAT1’ม.ีค.52) ให At = 
















   41   0 
0   1  1
3   2   2

  

 

 - 
-

  จงหาสมาชิกในแถวท่ี 2 และหลักท่ี 3 ของ A-1 

 1) – 3
2  2) –2 3) 3

2  4) 2 
 

KMK-Pb 2.11 (PAT1’ต.ค.52) ให A = 
















1  2   1 
0   8  3

   42   1 

 

 

  
-

-   

สมาชิกแถวท่ี 3 หลักท่ี 1 ของ A-1 เทากับเทาใด   ตอบ........................... 
 
 โจทยเมตริกซ แนวแกสมการหลายตัวแปร  
TF-PAT8 (B-PAT1’ต.ค.51) ถา a, b และ c เปนจํานวนจริง ท่ีทําให 
  a – b + 2c = 9 
  2a + b – c = 0 
  3a – 2b + c = 11 
 แลว a มีคาเทากับเทาใด 
 1) –4 2) –2 3) 2 4) 4 
 
TF-PAT9 (PAT1’ม.ีค.52) กําหนดให x, y, z สอดคลองกับระบบสมการ 
  2x – 2y – z = –5    ,   x – 3y + z = -6   ,   –x + y – z = 4 
 ขอใดตอไปนีถู้ก 
 1) x2 + y2 + z2 = 6 2) x + y + z = 2 3) xyz = 6 4) z

xy  = –2 

 
TF-PAT10 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดให a, b, c เปนจํานวนจริงท่ีสอดคลองกับระบบสมการ 
  2a – 2b – c = 1    ,   a – 3b + c = 7    ,   –a + b – c = –5 
 แลว คาของ a

1  + b
2  + c

3  เทากับขอใดตอไปนี ้

 1) 0 2) 3 3) 6 4) 9 

Sup’k Tips 
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 ตรีโกณประยกุต อยางยาก  
 สูตร 8.1! สูตรผลบวกหรือผลตางของมุม  

 
 
  
cos(A + B) = cos A ⋅ cos B – sin A ⋅ sin B 
cos(A – B) = cos A ⋅ cos B + sin A ⋅ sin B  

 
sin(A + B) = sin A ⋅ cos B + cos A ⋅ sin B 
sin(A – B) = sin A ⋅ cos B – cos A ⋅ sin B  

  
tan(A + B) = B tanA tan 1

B  tanA tan
  ⋅

+
-      ,    tan(A – B) = BtanAtan1

BtanAtan
⋅+

-  
 

 

พิสูจน   tan(A + B) = B)  cos(A
B)  sin(A

+
+  = BsinAsinBcosAcos

BsinAcosBcosAsin
-
+  = 

 B cos Acos
B sin A sin  B cos A cos 

B cos A cos
B sin A cos  BcosAsin

-
+

 

   = 
 BcosAcos

B sin A sin  B cos A cos
B cos A cos 

 B cos A cos
BsinAcos  B cos A cos

B cos A sin

-
+

 = 
 BcosAcos

B sin A sin  Bcos
B cos 

 B cos
Bsin  A cos

Asin

-
+

 = B  tanA  tan 1
B  tan A tan

-
+  

  
cot(A + B) = Acot  Bcot 

1Bcot Acot   
+
⋅ -  , cot(A – B) = Acot Bcot 

1Bcot Acot   
-

+⋅  
 

 

FPAT-Pb81 (PAT1’ก.ค.52) จงหาวา o

o

10sin
30 sin  – o

o

10cos
30 cos  มีคาเทาใด 

 1) –4   2) –2  
 3) 2   4) 4 
แนวคิด  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

sin2A + cos2A = 1 
1 + tan2A = sec2A 
1 + cot2A = cosec2A 
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ลัด

SheLL1.13 (PAT1’ก.ค.53) ถา sin 15° และ cos 15° เปนคําตอบของสมการ x2 + ax + b = 0  
แลวคาของ a4 – b เทากับขอใดตอไปนี ้
 1) -1 2) 1  
 3) 2 4) 1 + 3 2  
 
 
 
KMK-Pb 2.5 (PAT1’ต.ค.52) ถา 1 – cot 20° = o25cot 1

x
-

 แลว x มีคาเทาใด 

ตอบ........................... 
 

*KAiOU-Pb 2.5 (PAT1’มี.ค.53) คาของ ooo

oo

36cos18tan36sin
72 cos  36 cos

+

-  เทากับเทาใด 

ตอบ...........................  
วิธีเร็วกวา 

ลัด

 
 
 
 

วิธีจริง  ooo

oo

36 cos  18 tan36 sin
72 cos  36 cos

+

- = เปลี่ยนผลตางไปเปนผลคูณ =  
o

o

oo

oo

36 cos  
18 cos
18 sin 36 sin

18 sin 54 sin 2
 

  

+⋅

⋅⋅  

 = oooo

ooo

18cos 36 cos  18sin 36 sin
18 cos 18 sin 54 sin 2

+
 = 

)18cos(36
18 cos 18 sin 54 sin 2

oo

ooo

-
 

 = o

ooo

18cos
18 cos 18 sin 54 sin 2  = 2 sin 54° sin 18° = 2 cos 36° cos 72° 

 = o

ooo

36sin
72 cos 36 cos 36 sin 2  = o

oo

36sin
72 cos 72 sin  = o

oo

36sin2
72 cos 72 sin 2  

 = o

o

36 sin 2
144 sin = −

⋅
o o

o
sin (180 36 )

2 sin36 = π−
⋅

o
o

sin ( 36 )
2 sin36 = ยุบมุม = ⋅

o
o

sin (36 )
2 sin36  = 2

1  = 0.5 
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 สูตรมุม 2A 
  
 
       
  
  
  
 
พิสูจน 
จาก สูตร sin(A + B) = sin A ⋅ cos B + cos A ⋅ sin B 
       แทนคา มุม B = มุม A 
จะไดเปน sin(A + A) = sin A ⋅ cos A + cos A ⋅ sin A 
  ∴  sin(2A) =  2 ⋅ sin A ⋅ cos Aจบ 
 
 
 
 

 แนวบทกลับของมุม 2A 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 สูตรมุม 3A และ บทกลบั 

 
 sin 3A = 3 ⋅ sinA – 4 ⋅ sin3A 
 cos 3A = 4 ⋅ cos3A – 3 ⋅ cosA 

 tan 3B = 
B tan3  1

B  tan B tan3
2

3

  

  

⋅
⋅

-
-  

 cot 3A = 
1 A cot3
Acot 3  A cot

2
3

  

  

-
-

⋅
⋅  

 cos 2A = cos2A – sin2A 
  = 2 ⋅ cos2A – 1  
  = 1 – 2 ⋅ sin2A 

  = 
Atan1
A tan 1

2
2

+

-  

sin 2A = 2 sinA ⋅ cosA 
  = 

A tan 1
A tan2
2

  

+

⋅  
tan 2A = 

A tan1
A tan2
2

  

-
⋅   

cot 2A = Acot 2
1  A cot

  

2
⋅

-   

sin3A = 4
3AsinAsin3 -  

cos3A = 4
3AcosAcos3 +  

 
sin2A = 2

2Acos  1 -  
 
พิสูจน  
จาก cos 2A = 1 – 2 ⋅ sin2A 
∴  2 ⋅ sin2A = 1 – cos 2A 
 sin2A = 2

2A cos  1 -  

cos2A = 2
2Acos1 +  

 
พิสูจน  
จาก cos 2A = 2 ⋅ cos2A – 1 
∴  cos 2A + 1 = 2 ⋅ cos2A  

2
2Acos 1 +  = cos2A 

  
tan2A = 2A cos  1

2A cos  1
+
-  

 
พิสูจน  
 

Sup’k ลัลลา
 
     sin มุม 2A      ฮืม เสียงที่บอกฉนั ........................ 

 ความรักของเธอ ฮืม เสียงทีบ่อกฉนั วาเธอหวงใย 
  
     อีกสูตรนั้นคือ   (2 ⋅ tanA) สวน .............................. 

 มือนัน้ของเธอ  ทีแ่ตะหนาผากฉัน วันที่ฉันกําลังตาย 
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 โจทยตรีโกณประยุกต แนวสูตรมุม สองเทา 
***BRAN-Pb2.32 (PAT1’ต.ค.53)  
ให (sin 1°)(sin 3°)(sin 5°) ... (sin 89°) = n2

1  

คาของ 4n เทากับเทาใด  ตอบ......................... 
แนวคิด  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
FPAT-Pb83 (B-PAT1’ต.ค.51) ถา θ

θ+
 tan 1
 tan 1

-   = θ
θθ+

2cos
sincosA1  แลว A มีคาเทากับขอใดตอไปนี ้

 1) 1 2) 2 3) 4 4) 6 
 

***SheLL2.29 (PAT1’ก.ค.53) คาของ 
∑

∑

=

=
44

1n

44

1n

n sin

n cos

o

o

 – 
∑

∑

=

=
44

1n

44

1n

n cos

n sin

o

o

 เทากับเทาใด ตอบ........................... 

Sup’k Tips
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 โจทยตรีโกณประยุกต แนว (sin θ + cos θ) VS (sin θ ⋅ cos θ) 
BRAN-Pb2.33 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให a เปนจํานวนจริง และสอดคลองกับสมการ 

5(sin a + cos a) + 2 sin a⋅cos a = 0.04 
จงหาคาของ 125(sin3 a + cos3 a) + 75 sin a⋅cos a ตอบ.............. 
วิธีจริง  
ให x = sin a + cos a และ y = sin a cos a  
จากโจทยจะได  5x + 2y = 0.04  .....(1) 
เน่ืองจาก   x2 = (sin2 a + cos2 a) + 2 sin a cos a = 1 + 2y = 1 + sin 2a 
ฉะนั้น    x2 = 1 + 2y  .....(2) 
พิจารณา x2 = 1 + sin 2a จะได 0 ≤ x2 ≤ 2 ฉะนั้น - 2  ≤ x ≤ 2  
(1) + (2) ,  x2 + 5x = 1.04 
   x2 + 5x - 1.04 = 0 
   (x + 5.2)(x - 0.2) = 0 
   x = 0.2, -5.2 
แต - 2  ≤ x ≤ 2  จึงได x = 0.2 เทาน้ัน 
สงผลให y = 2

1 ((0.2) - 1) = -0.48 

เพราะวา  sin3 a + cos3 a = (sin a + cos a)(sin2 a - sin a cos a + cos2 a) 
    = x(1 - y) 
 ∴  125(sin3 a + cos3 a) + 75 sin a cos a = 125x(1 - y) + 75y 
    = 125(0.2)(1 - (-0.48)) + 75(-0.48) 
    = 125(0.2)(1 - (-0.48)) + 75(-0.48) 
    = 37 - 36 
  125(sin3 a + cos3 a) + 75 sin a cos a = 1ตอบ 
 
KAiOU-Pb 1.7 (PAT1’มี.ค.53) กําหนดให x เปนจํานวนจริง ถา sin x + cos x = a และ sin x – cos x = b 
แลวคาของ sin 4x เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 2

1 (a3b – ab3) 2) 2
1 (ab3 – a3b) 

 3) ab3 – a3b 4) a3b – ab3 
 
KMK-Pb 2.6 (PAT1’ต.ค.52) 
ถา (sin θ + cos θ)2 = 2

3  เมื่อ 0 ≤ θ ≤ 4
π  แลว arccos(tan 3θ) มีคาเทาใด 

ตอบ ............... 
 
FPAT-Pb82 (PAT1’มี.ค.52) ถา cos θ – sin θ = 3

5  แลวคาของ sin 2θ เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 13
4  2) 13

9   3) 9
4  4) 9

13  

Sup’k ลดั

Sup’k Tips
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 สูตร 22.1! สูตร ผลบวก ผลตาง → ผลคูณ 
  
sinA + sinB = 2sin 






 +

2
B  A cos 








2
B  A -  = 2⋅sin(half sum)⋅cos(half diff) 

sinA – sinB = 2cos 





 +

2
B  A sin 








2
B  A -  = 2⋅cos(half sum)⋅sin(half diff) 

cosA + cosB = 2cos 





 +

2
B  A cos 








2
B  A -  = 2⋅cos(half sum)⋅cos(half diff) 

cosA – cosB = –2sin 





 +

2
B  A sin 








2
B  A -  = –2⋅sin (half sum)⋅sin(half diff) 

 
 

 สูตร 23.1! สูตร ผลคูณ → ผลบวก ผลตาง 
  
2⋅sinA⋅cosB  = sin(A + B) + sin(A – B)    = sin(sum) + sin(diff) ก 
2⋅cosA⋅sinB  = sin(A + B) – sin(A – B)    = sin(sum) – sin(diff) ก 
2⋅cosA⋅cosB  = cos(A + B) + cos(A – B)  = cos(sum) + cos(diff) 
–2 ⋅ sinA⋅sinB = cos(A + B) – cos(A – B)  = cos(sum) – cos(diff)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

สูตร 35.2! ระวังเง่ือนไขของ x ดวย  
arcsin (–x)  = – arcsin x 
arccos (–x)  = π – arccos x 
arctan (–x)  = – arctan x 
arccot (–x)  = π – arccot x 
arccosec (–x)  = – arccosec x 
arcsec (–x)  = π – arcsec x 

สูตร 35.2! ระวังเง่ือนไขของ x ดวย 
arcsin x

1  = arccosec x 

arccos x
1  = arcsec x 

arctan x
1  = arccot x 

arccot x
1  = arctan x 

arccosec x
1  = arcsin x 

arcsec x
1  = arccos x 

สูตร 2.1 !! 
arcsin(sin x)  = x เมื่อ – 2

π  ≤ x ≤ 2
π  

arccos(cos x)  = x เมื่อ 0 ≤ x ≤ π 
arctan(tan x)  = x เมื่อ – 2

π  < x < 2
π  

arccot(cot x)  = x เมื่อ 0 < x < π 
arccosec(cosec x) = x เมื่อ x ∈ 





 π 0 ,2- U 




 π

2 0,  

arcsec(sec x)  = x เมื่อ x ∈ 




 π

2 0, U 







ππ  ,2  
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สูตร 3.1 !! arctan x + arctan y = arctan xy1
yx 

-
+  เมื่อ - 2

π  < arctan x + arctan y < 2
π  

สูตร 3.2 !! arctan x + arctan y = arctan xy1
yx 

-
+  + π  เมื่อ 2

π  < arctan x + arctan y 

สูตร 3.3 !! arctan x + arctan y =  xy 1
yx 

-
+  – π เมื่อ arctan x + arctan y < - 2

π  

 
 โจทยตรีโกณประยุกต แนวอินเวอรสตรีโกณ 

BRAN-Pb2.31 (PAT1’ต.ค.53) จงหา 
















+

+

13
12arcsin  13

5arcsinsin
9
7arctan  3

1arccot  5
1arccottan -

 ตอบ................. 

 
 
 
 
 
 
 
 โจทยตรีโกณประยุกต แนวสมการอินเวอรสตรีโกณ 
FPAT-Pb87 (B-PAT1’ต.ค.51) จํานวนคําตอบท่ีแตกตางกันของสมการ arcsin x = 2⋅arccos x มีก่ีคา 
 1) 1 2) 2 3) 3 4) 4 
 
FPAT-Pb89 (PAT1’ก.ค.52) ถา arcsin(5x) + arcsin(x) = 2

π  แลว tan(arcsin x) มีคาเทาใด 

 1) 5
1  2) 5

1  3) 3
1  4) 3

1  
 
FPAT-Pb88 (PAT1’มี.ค.52) ให –1 ≤ x ≤ 1 เปนจํานวนจริง ซ่ึง arccos x – arcsin x = 2552

π   

แลวคาของ sin 





 π
2552  เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 2x 2) 1 – 2x2 3) 2x2 – 1 4) –2x 
 
SheLL1.6 (PAT1’ก.ค.53) ให x เปนจํานวนจริง ถา arcsin x = 4

π   

แลวคาของ sin 







+π )arccos(x  15
2  อยูในชวงใดตอไปนี้ 

 1) 







2
1 0,  2) 














2
1 ,2

1  3) 













2
3 ,

2
1  4) 







 1 ,2
3  

Sup’k Tips I Sup’k Tips II
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b ซม.

a ซม.

c ซม.

A

BC

b ซม.

a ซม.

c ซม.

A

BC

b ซม.

a ซม.

c ซม.

A

BC

KAiOU-Pb 2.4 (PAT1’มี.ค.53) ให α และ β เปนมุมแหลมของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

โดยที่ tan α = b
a  ถา cos

















+ 22 b a
a arcsin  + sin

















+ 22 ba
a arccos  = 1 

แลว sin β มีคาเทากับเทาใด  ตอบ..................................  
 
 
 

 สูตร 42.1! สูตรของพื้นที่สามเหลี่ยม 
  
    พ้ืนท่ี ∆ABC = 2

1 a ⋅ b ⋅ sin Ĉ  

    พ้ืนท่ี ∆ABC = 2
1 b ⋅ c ⋅ sin Â  

    พ้ืนท่ี ∆ABC = 2
1 a ⋅ c ⋅ sin B̂  

 
 
 

 สูตร 42.21! กฎของ sin  
 
 
 
 
 
 
 
 

 สูตร 42.3! กฎของ cos 
 
        
        
 
 
 
 
 
 

กฎของ cos
a2 = b2 + c2 – 2 ⋅ bc ⋅ cos A 
b2 = a2 + c2 – 2 ⋅ ac ⋅ cos B 
c2 = a2 + b2 – 2 ⋅ ab ⋅ cos C 

กฎของ sin

Asin
a
ˆ  = 

Bsin
b
ˆ  = 

Csin
c
ˆ  
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A

B CD E

A

B CD E
30°

45° 45°

120° 15°

 โจทยตรีโกณประยุกต แนวกฎของ sin 
BRAN-Pb1.7 (PAT1’ต.ค.53) ให ABC เปนรูปสามเหลี่ยม ดังรูป 
ถา CBAˆ  = 30°, CABˆ  = 135° 
และ AD และ AE แบง CABˆ    
ออกเปน 3 สวนเทาๆ กัน แลว BC

EC  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1)  3
1    2) 3   

 3) 2
1    4) 2  

 
แนวคิด 
ข้ันที่1 ใน ∆ABC  
จะได BCAˆ  = 180° – 135° – 30° = 15° 
 
ข้ันที่2 โดยกฎของไซน 

ได    AC
30 sin o

 = CB
135 sin o

 
 
   2(AC)

1  = (BC)2
1  

   BC = 2 (AC) 
 

ข้ันที่3  ใน ∆ACE จะได EACˆ  = 3
135o  = 45° 

และ CEAˆ  = 180° – 45° – 15° = 120° 
 

ข้ันที่4  โดยกฎของsin ได AC
120 sin o

 = EC
 45sin o

 
 
   2(AC)

3  = (EC)2
1  

 
   EC = 3

(AC)2  
 
   EC = 3

BC           → ∴   BC
EC  = 3

1    ตอบ 
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 โจทยตรีโกณประยุกตเพิ่มเติม แนวกฎของ sin 
FPAT-Pb91 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีมุม A เทากับ 60°, BC = 6  และ AC = 
1 คาของ cos(2B) เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 4
1  2) 2

1  3) 2
3  4) 4

3
  

FPAT-Pb92 (B-PAT1’ต.ค.51) ให ABC เปนรูปสามเหลี่ยม และ D เปนจุดบนดาน BC  

ท่ีทําให DABˆ  = DACˆ      ถา CD
BD  = 2 แลวคาของ 

Csin
B sin
ˆ
ˆ  เทากับขอใดตอไปนี ้

 1) 2
1  2) 1 3) 2

3  4) 2 
 
 โจทยตรีโกณประยุกตเพิ่มเติม แนวกฎของ cos 
SheLL1.7 (PAT1’ก.ค.53) ในรูปสามเหลี่ยม ABC ใดๆ  
ถา a, b และ c เปนความยาวดานตรงขามมุม A, มุม B และ มุม C ตามลําดับ 
แลว a

1 cos A + b
1 cos B + c

1 cos c เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 2abc
c   b a 222 ++  2) abc

c)   b (a 2++  3) 2abc
c)   b (a 2++  4) abc

c   b a 222 ++  
 
KMK-Pb 1.7 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลีย่มท่ีมีดาน AB ยาว 2  หนวย 
ถา BC3 + AC3 = 2(BC) + 2(AC) แลว cot C มีคาเทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 3

1  2) 2
1  3) 1 4) 3  

 
เร่ืองลําดับ และ อนุกรม 
 
 
 
 
  
  อนุกรมเลขคณิต คือ อนุกรมท่ีเกิดจากลําดับเลขคณิต 
   กําหนดให Sn คือ ผลบวกของ n พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต 
 
 
 
 
 
 
 

สูตร ลําดับเลขคณิต  
an = a1 + (n – 1) ⋅ d 
เมื่อ d คือ ผลตางรวมคงที ่

สูตร ลําดับเรขาคณิต 
an = a1 ⋅ rn – 1 

เมื่อ r คือ อัตราสวนรวมคงท่ี 

 Sn = 2
n [2a1 + (n – 1)d]  Sn = 2

n [a1 + an] = 2
n

 ⋅ [a2 + an-1] = ... 

สูตร 6.1!! อนุกรมเรขาคณิต n พจน 

Sn = r)  (1
)r  (1a n

1
-
-    

สูตร 6.1!! อนุกรมเรขาคณิต อนันตพจน 
Sn = r1

a1
-  เมื่อ –1 < r < 1 
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 โจทยลําดับเลขคณิต แนวใชสตูรพ้ืนฐาน VS หารลงตวั, หารไมลงตัว 
TF-PAT33 (PAT1’ก.ค.52) จํานวนเต็มตั้งแต 100 ถึง 999 ท่ีหารดวย 2 ลงตัว แตหารดวย 3 ไมลงตัว          
มีท้ังหมดก่ีจํานวน   
 1) 260 2) 293 3) 300 4) 313 
 
 โจทยลําดับเลขคณิต แนวใชสตูร an = Sn - Sn-1 

*SheLL2.35 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดให β เปนจํานวนจริง และให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง  

นิยามโดย an = 2  n
7  n

+
β -  สําหรับ n = 1, 2, 3, ...   

ถาผลบวก 9 พจนแรกมีคามากกวาผลบวก 7 พจนแรกของลําดับ {an} เปนจํานวนเทากับ  a108   
แลว 

∞→n
lim an มีคาเทากับเทาใด     ตอบ.............................

 
 

 
 โจทยปญหาเชาวนลําดับเลขคณิต แนวตัวเลขในตาราง 
SheLL1.25 (PAT1’ก.ค.53) พิจารณาการจัดเรียงลําดับของจํานวนคี่ 1, 3, 5, 7, 9, ... ในตารางตอไปนี้ 
 

แถวที่ 1 1 
แถวที่ 2 3  5 
แถวที่ 3 7  9  11 
แถวที่ 4 13  15  17  19 
แถวที่ 5 ...  ...  ...  ...  ...  ... 

... ... 
 
จากตารางจะเห็นวา จํานวน 15 อยูในตําแหนงท่ี 2 (จากซาย) ของแถวท่ี 4 
อยากทราบวา จํานวน 361 จะอยูท่ีตําแหนงใดและในแถวท่ีเทาใด 
 1) ตําแหนงท่ี 9 (จากซาย) ของแถวท่ี 18 2) ตําแหนงท่ี 10 (จากซาย) ของแถวท่ี 19 
 3) ตําแหนงท่ี 11 (จากซาย) ของแถวท่ี 20 4) ตําแหนงท่ี 12 (จากซาย) ของแถวท่ี 21 
 
 โจทยลําดับเลขคณิต แนวใชสตูรพ้ืนฐานแนวใหม 
TF-PAT36 (PAT1’ก.ค.52) ถา an เปนลําดับเลขคณิต ท่ีสอดคลองกับ 

∞→n
lim 







n
aa 1n -  = 5 

และ a9 + a5 = 100 แลวคาของ a100 เทากับขอใดตอไปนี้  
 1) 495                 2) 515 
 3) 530   4) ตัวเลือก 1) ถึง 3) ไมมีตัวเลือกใดถูกตองเลย 
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KMK-Pb 2.15 (PAT1’ต.ค.52) ถา an เปนลําดับเลขคณิต ซ่ึง 
∞→n

lim













+ n

a  a 2
n

2
1n -  = 4  

แลว 2
a  a 917 -  มีคาเทาใด  ตอบ......................... 

 
BRAN-Pb2.38 (PAT1’ต.ค.53) บทนิยาม ให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง 

 เรียกพจน an วาพจนคู ถา n เปนจํานวนคู และ 
 เรียกพจน an วาพจนค่ี ถา n เปนจํานวนคี่ 
กําหนดให {an} เปนลําดับเลขคณิต โดยที่มีจํานวนพจนเปนจํานวนคูและผลบวกของพจนค่ีท้ังหมด เทากับ 36  
และผลบวกของพจนคูท้ังหมดเทากับ 56      ถาพจนสุดทายมากกวาพจนแรกเปนจํานวนเทากับ 38  
แลวลําดับเลขคณิต {an} น้ี มีท้ังหมดก่ีพจน   ตอบ......................... 
 
 โจทยลําดับเรขาคณิต แนวพ้ืนฐาน 
SheLL1.17 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดให x, y, z เปนลําดับเรขาคณิต มีอัตราสวนรวมเทากับ r  
และ x ≠ y      ถา x, 2y, 3z เปนลําดับเลขคณิต แลวคา r เทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 4

1  2) 3
1   3) 2

1  4) 2 

 
 โจทยลําดับเรขาคณิต แนวเทคนิคสมมติพจน 
BRAN-Pb2.49 (PAT1’ต.ค.53) ถาผลคูณของลําดับเรขาคณิต 3 จํานวนท่ีเรียงติดกัน เทากับ 343  
และผลบวกของทั้งสามจํานวนนี้เทากับ 57 แลวคามากท่ีสุดในบรรดา 3 จํานวนนี้ เทากับเทาใด 
ตอบ....................... 
 
 โจทยลําดับเรขาคณิต แนวใชสูตรพ้ืนฐานแนวใหม 
*TF-PAT38(PAT1’ม.ีค.52) ให an เปนลําดับท่ีสอดคลองกับ 

n
2n

a
a +  = 2 สําหรับทุกจํานวนนับ n  

ถา ∑
=

=
10

1n
n 31  a  แลว ∑

=

2552

1n
na  เทากับขอใดตอไปนี ้

  
 1) 21275 – 1   2) 21276 – 1   
 3) 22551 – 1   4) 22552 – 1 
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 โจทยลําดับอนกุรมเลขคณิต แนวใชสูตรหลากหลาย 
BRAN-Pb1.17 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให {an} เปนลําดับเลขคณิต โดยมีสมบัติ ดังน้ี 
 (ก) a15 – a13 = 3 
 (ข) ผลบวก m พจนแรกของลําดับเลขคณิตน้ี เทากับ 325 
 (ค) ผลบวก 4m พจนแรกของลําดับเลขคณิตน้ี เทากับ 4900 
 แลวพจน a2m เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 2

61  2) 2
121  3) 2

125  4) 119 
 
 โจทยอนกุรมเรขาคณิตอนันต แนวใชสูตรพ้ืนฐาน VS ลิมิต 
SheLL2.40 (PAT1’ก.ค.53) ให k เปนคาคงท่ี 

และถา 
∞→n

lim 5
45

2)(n
2  3n  n)  k(n

+

+++  = 15 + 6 + 5
12  + ... + 15

1n
5
2 -






  + ...  

แลว k มีคาเทาใด  ตอบ....................... 
 

TF-PAT40 (PAT1’มี.ค.52) ถา 
∞→n

lim
1a2n
1  bn

2
2

-
+  = 1 แลวจงหาผลบวกของอนุกรม ∑

∞

=














+1n

n

22  b a
ab   

 
 1) 3

1  2) 3
2  3) 1 4) หาคาไมได 

 

*TF-PAT42 (B-PAT1’ต.ค.51) คาของ 
∞→n

lim 1n
1
+ 













++++ n

n

2
1  2  ...  8

7  4
3  2

1 -  เทากับเทาใด 

 1) 1 2) 2 3) 0 4) หาคาไมได 
 
 โจทยอนกุรมเรขาคณิตอนันต แนวอนุกรม VS ตรีโกณ 
BRAN-Pb1.6 (PAT1’ต.ค.53) ให 
T(x) = sin x – cos2 x + sin3 x – cos4 x + sin5 x – cos6 x + ... 
แลวคาของ 3T 






 π
3  เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 4 3  – 1 2) 5 3  – 1 3) 6 3  – 1 4) 7 3  – 1 
 
 โจทยอนกุรมเรขาคณิตอนันต แนวอนุกรมเรขา ผสม อนุกรมเรขา  

TF-PAT39 (B-PATต.ค.51) ผลบวกของอนุกรม ∑
∞

= ++ 












+

1n 2n
n

1n 3
2  

2
4  มีคาเทาใด 

 
 1) 18

13  2) 18
40       3) 27

33  4) 27
56  
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KAiOU-Pb 1.17 (PAT1’มี.ค.53) จงหาผลบวกของอนุกรม 3 + 4
11  + 16

33  + ... + 1n
nn

4
2  2  3

-
-+  + ... 

 
 1) 3

20
 2) 3

29  3) 3
31  4) 3

40  

 
 โจทยอนกุรมเรขาคณิตอนันต แนวใชสูตรพ้ืนฐาน แบบ เซอรไพส 

*TF-PAT45 (PAT1’มี.ค.52) ถา a1, a2, a3, ... เปนลําดับเรขาคณิต ซ่ึง ∑
∞

=
=

1n
n  4 a   

แลวคามากท่ีสุดท่ีเปนไปได ของ a2 เทากับใดตอไปนี้ 
 1) 4    
 2) 2  
 3) 1    
 4) หาคาไมไดเพราะ a2 มีคามากไดอยางไมมีขีดจํากัด 
 
 โจทยลําดับเวยีนบังเกิด แนวแทนคาดูแนวโนม  
BRAN-Pb2.39 (PAT1’ต.ค.53) ให {bn} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ 

b1 = –3 และ bn+1 = n
n

 b 1
 b1

-
+  สําหรับ n = 1, 2, 3, ... คาของ b1000 เทากับเทาใด  ตอบ....................... 

 
 โจทยลําดับเวยีนบังเกิด แนวใชเทคนิคผลตาง  
*BRAN-Pb2.30 (PAT1’ต.ค.53) ให I แทนเซตของจํานวนเต็ม และให f : I → I เปนฟงกชัน  
โดยที่ f(n + 1) = f(n) + 3n + 2 สําหรับ n ∈ I 
ถา f(–100) = 15000 แลว f(0) เทากับเทาใด             ตอบ....................... 
 
 โจทยลําดับเวยีนบังเกิด แนวอนุกรมใหมๆ  ไมเคยเห็น  
**BRAN-Pb2.37 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ 
a1 = 2 และ an = 






 +

1 n
1  n

- (a1 + a2 + ... + an-1) สําหรับ n = 2, 3, ... 

แลวคาของ 
∞→n

lim
n21 a  ...  a  a

n
+++  เทากับเทาใด  ตอบ....................... 

 
**SheLL2.34 (PAT1’ก.ค.53) ให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง  
โดยที่ a1 + a2 + a3 + ... + an = n2an สําหรับ n = 1, 2, 3, ... 
ถา a1 = 100 แลว ∞→n

lim  n2an มีคาเทากับเทาใด ตอบ....................... 
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 โจทยอนกุรมสูตร ∑ in   
  
สูตรหลัก 3 สูตร 

 สูตร3.1!! 
  
∑
=

n

1i
i  = 2

1)  n(n +       เชน 1 + 2 + 3 + ... + n = 2
1)n(n +  

  
สูตรหลัก 3 สูตร 

 สูตร3.2!!   ∑
=

n

1i
2i  = 6

1)  1)(2n  n(n ++     เชน 12 + 22 + 32 + ... + n2 = 6
1)  1)(2n n(n ++  

  
สูตรหลัก 3 สูตร 

 สูตร3.3!!   ∑
=

n

1i
3i  = 

2
2

1)  n(n




 +      เชน 13 + 23 + 33 + ... + n3 = 

2
2

1)  n(n




 +  

 
 
KAiOU-Pb 2.10 (PAT1’มี.ค.53) ถา {an} เปนลําดับของจํานวนจริงท่ี an = 2n

2n  ...  642 ++++   

สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n     แลว 
∞→n

lim an มีคาเทาใด  

ตอบ....................... 
 
SheLL1.23 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดอนุกรมตอไปนี ้ 

A = ∑
=

1000

1k
k1)(-  ,  B = ∑

=

20

3k
2k  ,  C = ∑

=

100

1k
k  ,  D = ∑

∞

=








1k

k
2
12  

 
คาของ A + B + C + D เทากับขอใดตอไปนี ้
 1) 7917  2) 7919 3) 7920 4) 7922 
 

TF-PAT41 (PAT1’ก.ค.52) ถา L = 
∞→n

lim 













++++ 3
k

n...2781
n  มีคาเปนจํานวนจริงบวก แลว จงหา L  

 1) 1 2) 2  3) 4 4) 8 
 
 

KMK-Pb 2.16 (PAT1’ต.ค.52) 
∞→n

lim 













++++
++++
3

3

n...2781
3n  ...  27n  12n  3n  มีคาเทาใด 

ตอบ....................... 
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 โจทยอนกุรมอนันตเทเลสโคปก แนวสวนกลับของผลคูณเลขเรียงติดกัน VS แนวใชเทคนิคผลตาง 

TF-PAT43 (B-PAT1’ต.ค.51) ผลบวกของอนุกรม ∑
∞

=3n 2 4n
1
-

 มีคาเทาใด 

 1) 4
1

 2) 12
25  3) 48

25
 4) หาคาไมได 

 
BRAN-Pb2.41 (PAT1’ต.ค.53) ให Sk = 13 + 23 + 33 + ... + k3 สําหรับ k = 1, 2, 3, ...  

คาของ 
∞→n

lim















++++

n321 S
1  ...  

S
1  

S
1  

S
1  เทากับเทาใด ตอบ....................... 

 

**TF-PAT44 (PAT1’ก.ค.52) ถา S = ∑
∞

=2n 24 nn
1
-

 แลว ∑
∞

=2n 2n
1  มีคาเทากับเทาใด 

 
 1) 4

3  + S 2) 4
5  + S 3) 4

3  – S 4) 4
5  – S 

 
 โจทยอนกุรมอนันตเทเลสโคปก แนวรูด VS แนวใชเทคนิคผลตาง 

**KAiOU-Pb 2.11 (PAT1’มี.ค.53)  ให Sn = ∑ +=














++

n

1k 1  kk  1)  (kk
1  เมื่อ n = 1, 2, 3, ...   

แลวคาของ 
∞→n

lim Sn เทากับเทาใด ตอบ....................... 
 

*BRAN-Pb2.40 (PAT1’ต.ค.53) คาของ ∑
= ++++

9999

1n 44 )1nn)(1nn(
1  เทากับเทาใด 

ตอบ....................... 
 
 โจทยอนกุรมอนันตเทเลสโคปก แนวโจทยใหมๆ ไมเคยเห็น VS แนวใชเทคนิคผลตาง  
**SheLL2.39 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดให an = 

2
n1  1  1 




 ++  + 2

n1  1  1 




+ -  

สําหรับ n = 1, 2, 3, ... 
คาของ

 1a
1  + 

2a
1  + 

3a
1  + ... + 

20a
1  เทากับเทาใด ตอบ....................... 

 
**BRAN-Pb1.16 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง 

โดยที่ an = ∑
=

+

n

1k

2
1)  1)(2k  (2k

k
-  สําหรับ n = 1, 2, 3, ... 

 

∞→n
lim n

16 an เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 4 2) 3
16  3) 8 4) 16 
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 ลําดับ และ อนกุรม : แนว check นิยาม convergent, divergent 
*KMK-Pb 1.14 (PAT1’ต.ค.52) พิจารณาขอความตอไปนี ้

  ก. ถาลําดับ an ลูเขา แลว อนุกรม ∑
∞

=1n
na  ลูเขา 

  ข. ถาอนุกรม ∑
∞

=1n
na  ลูเขา แลว อนุกรม ∑

∞

=













+

1n n
n

2
a  1  ลูเขา 

 ขอใดตอไปนีเ้ปนจริง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
เฉลยคําตอบ ชีทติวแบรนดซัมเมอรแคมป  ในสวนของครู Sup’k  
SheLL2.46 เฉลย x = 3 SheLL2.47 เฉลย x = 9 SheLL2.4 เฉลย x = 3 
BRAN-Pb1.25 เฉลย 1) TF-PAT119 เฉลย 4) TF-PAT120 เฉลย 2) 
TF-PAT123 เฉลย 3) TF-PAT124 เฉลย 3) BRAN-Pb1.20 เฉลย 4) 
KAiOU-Pb 1.24 เฉลย 4) SheLL2.49 เฉลย 208 QET-G-Pb 26.1 เฉลย 4) 
QET-G-Pb 23.2 เฉลย 1) QET-G-Pb 23.3 เฉลย 4) KAiOU-Pb 1.22 เฉลย 3) 
SheLL1.24  เฉลย 4) DiAMK-Pb 1.25 เฉลย 2) SheLL1.10 เฉลย 1) 
DiAMK-Pb 1.2 เฉลย 1) KAiOU-Pb 1.11 เฉลย 2) Sup’k-Pb2.29.1 เฉลย 2 ตัว 
Sup’k-Pb2.29.2 เฉลย 2 ตัว FPAT-Pb14 เฉลย 2) FPAT-Pb1 เฉลย 1)  
FPAT-Pb3 เฉลย 2) SheLL1.11 เฉลย 2) AVATAR-Pb 5.1 เฉลย 2 
KMK-Pb 1.8 เฉลย 2) KAiOU-Pb 1.12 เฉลย 2) FPAT-Pb4 เฉลย 3) 
BRAN-Pb2.27 เฉลย 13 KAiOU-Pb 2.2 เฉลย 5 SheLL2.27 เฉลย 2  
SheLL1.14 เฉลย 2) FPAT-Pb9 เฉลย 1) FPAT-Pb8 เฉลย 2)  
KAiOU-Pb 1.10 เฉลย 1) FPAT-Pb7 เฉลย 4) BRAN-Pb1.11 เฉลย 1) 
FPAT-Pb11 เฉลย 3) KMK-Pb 2.10 เฉลย 4 FPAT-Pb12 เฉลย 3)  
KMK-Pb 2.9 เฉลย 6 SheLL1.1 เฉลย 2) KMK-Pb 1.2 เฉลย 1)  
FPAT-Pb17 เฉลย 2) FPAT-Pb18 เฉลย 2) KAiOU-Pb 1.1 เฉลย 4) 
KAiOU-Pb 1.2 เฉลย 3) FPAT-Pb21 เฉลย 4) KMK-Pb 1.1 เฉลย 4)  
FPAT-Pb22 เฉลย 1) FPAT-Pb32 เฉลย 2) FPAT-Pb34 เฉลย 1)  
FPAT-Pb35 เฉลย 2) FPAT-Pb36 เฉลย 4) FPAT-Pb37 เฉลย 4)  
KMK-Pb 1.4 เฉลย 1) FPAT-Pb39 เฉลย 1) FPAT-Pb41 เฉลย 1)  
FPAT-Pb43 เฉลย 3) FPAT-Pb42 เฉลย 1) KMK-Pb 1.5 เฉลย 2) 
KAiOU-Pb 1.4 เฉลย 1) BRAN-Pb1.3 เฉลย 4) FPAT-Pb46 เฉลย 4)  
FPAT-Pb45 เฉลย 2) SheLL1.4 เฉลย 3) KAiOU-Pb 1.15 เฉลย 1) 
KAiOU-Pb 1.9 เฉลย 4) FPAT-Pb49 เฉลย 1) SheLL1.9 เฉลย 2)  
BRAN-Pb1.8 เฉลย 4) KMK-Pb1.9 เฉลย 2) BRAN-Pb2.34 เฉลย 17  
FPAT-Pb50 เฉลย 1) FPAT-Pb52 เฉลย 4) KMK-Pb 2.7 เฉลย 5.5  
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FPAT-Pb54 เฉลย 1) FPAT-Pb55 เฉลย 4) FPAT-Pb56 เฉลย 3)  
KMK-Pb 2.8 เฉลย 8 KMK-Pb 1.6 เฉลย 4) FPAT-Pb57 เฉลย 3)  
FPAT-Pb58 เฉลย 4) FPAT-Pb59 เฉลย 1) KMK-Pb 1.10 เฉลย 1) 
FPAT-Pb62 เฉลย 4) FPAT-Pb63 เฉลย 1) FPAT-Pb64 เฉลย 3) 
KAiOU-Pb 1.8 เฉลย 3) SheLL1.8 เฉลย 1) FPAT-Pb77 เฉลย 1)  
FPAT-Pb78 เฉลย 1) FPAT-Pb75 เฉลย 1) FPAT-Pb70 เฉลย 2) 
FPAT-Pb71 เฉลย 3) FPAT-Pb72 เฉลย 1) KAiOU-Pb 1.6 เฉลย 4)  
FPAT-Pb65 เฉลย 1) KAiOU-Pb 1.13 เฉลย 1) AVATAR-Pb 6.1 เฉลย f –1(x) = 2

1 log x1
x1

-
+  

KMK-Pb 2.3 เฉลย 7.5 FPAT-Pb66 เฉลย 4) FPAT -Pb66.1 เฉลย 3 
FPAT-Pb67 เฉลย 2) KAiOU-Pb2.22 เฉลย 7  KAiOU-Pb 1.5 เฉลย 2) 
SheLL2.28 เฉลย 1 SheLL1.18 เฉลย 1) BRAN-Pb1.4 เฉลย 2)   
FPAT-Pb76 เฉลย 4) FPAT-Pb79 เฉลย 1) KMK-Pb 2.4 เฉลย 6  
BRAN-Pb2.42 เฉลย 262 TF-PAT4 เฉลย 4) SheLL2.30 เฉลย 4  
KAiOU-Pb 2.7 เฉลย 6 BRAN-Pb1.12 เฉลย 1) KMK-Pb 1.11 เฉลย 3) 
TF-PAT1 เฉลย 2) TF-PAT2 เฉลย 4) KAiOU-Pb 2.6 เฉลย 32 
KMK-Pb 1.12 เฉลย 4) AVATAR-Pb 14.1 เฉลย 16 TF-PAT3 เฉลย 4) 
BRAN-Pb2.36 เฉลย 396 SheLL1.12 เฉลย 3) SheLL2.31 เฉลย 4 
TF-PAT6 เฉลย 4) TF-PAT7 เฉลย 3) KMK-Pb 2.11 เฉลย 0.2   
TF-PAT8 เฉลย 3) TF-PAT9 เฉลย 1) TF-PAT10 เฉลย 1)  
SheLL1.13 เฉลย 3) KMK-Pb 2.5 เฉลย 2 KAiOU-Pb 2.5 เฉลย 0.5  
FPAT-Pb83 เฉลย 2) SheLL2.29 เฉลย 2 KAiOU-Pb 1.7 เฉลย 3) 
KMK-Pb 2.6 เฉลย 0 FPAT-Pb82 เฉลย 3) BRAN-Pb2.31 เฉลย 1   
FPAT-Pb87 เฉลย 1) FPAT-Pb89 เฉลย 1) FPAT-Pb88 เฉลย 2)  
SheLL1.6 เฉลย 4) KAiOU-Pb 2.4 เฉลย 0.5 FPAT-Pb91 เฉลย 4) 
FPAT-Pb92 เฉลย 1) SheLL1.7 เฉลย 1) KMK-Pb 1.7 เฉลย 1) 
TF-PAT33 เฉลย 3) SheLL2.35 เฉลย 2 SheLL1.25 เฉลย 2) 
TF-PAT36 เฉลย 2) KMK-Pb 2.15 เฉลย 2 ⋅ 4 2 ≈ 2.38 BRAN-Pb2.38 เฉลย  20 
SheLL1.17 เฉลย 2) BRAN-Pb2.49 เฉลย 49 TF-PAT38 เฉลย 2)  
BRAN-Pb1.17 เฉลย 2) SheLL2.40 เฉลย 25 TF-PAT40 เฉลย 2)  
TF-PAT42 เฉลย 1) BRAN-Pb1.6 เฉลย 3) TF-PAT39 ตอบ 2)  
KAiOU-Pb 1.17 เฉลย 4) TF-PAT45 เฉลย 3) BRAN-Pb2.39 เฉลย 2  
BRAN-Pb2.30 เฉลย 50 BRAN-Pb2.37 เฉลย 0 SheLL2.34 เฉลย 200  
KAiOU-Pb 2.10 เฉลย 1 SheLL1.23 เฉลย 1) TF-PAT41 เฉลย 4)  
KMK-Pb 2.16 เฉลย 4 TF-PAT43 เฉลย 3) BRAN-Pb2.41 เฉลย 2  
TF-PAT44 เฉลย 3) KAiOU-Pb 2.11 เฉลย 1 BRAN-Pb2.40 เฉลย 9  
SheLL2.39 เฉลย 7 BRAN-Pb1.16 เฉลย 1) KMK-Pb 1.14 เฉลย 4)  
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กําหนดการเชิงเสน (Linear Programing) 
 
1. กราฟอสมการเชิงเสน 

 1. วาดกราฟสมการเชิงเสน (โดยหาจุดท่ีสอดคลองกับสมการเชิงเสนสองจุด มักใชจุดตัดแกน X และ
จุดตัดแกน Y) 
 2. พิจารณาอาณาบริเวณ โดยใชจุดท่ีไมอยูบนเสนกราฟทดสอบ (มักใชจุด (0, 0)) 
  ถาจุดท่ีทดสอบสอดคลองกับอสมการ จะไดกราฟเปนอาณาบริเวณท่ีมีจุดนั้นอยู  
  ถาจุดท่ีทดสอบขัดแยงกับอสมการ จะไดกราฟเปนอาณาบริเวณท่ีอยูตรงขามกับบริเวณท่ีมีจุดนั้นอยู 
 3. พิจารณาวาอสมการนั้นยอมรับการเทากันไดหรือไม โดยเลือกแทนดวยเสนทึบหรือเสนประใหสอดคลอง 
 
2. กราฟของระบบอสมการเชิงเสน 

 1. วาดกราฟของอสมการเชิงเสน หาบริเวณท่ีสอดคลองในทุกๆ อสมการ (คืออาณาบริเวณท่ีซอนทับกัน) 
เรียกอาณาบริเวณนั้นวา อาณาบริเวณที่หาคําตอบได แลวหาพิกัดของมุมของอาณาบริเวณท่ีหาคําตอบได 
 2. ในกรณีท่ีระบบอสมการเชิงเสนมีหลายอสมการ ในการวาดกราฟของอสมการเชิงเสน อาจตองหาพิกัด
ของจุดตัดของสองเสนกอน 
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3. การแกปญหากําหนดการเชิงเสนโดยวิธีใชกราฟ 

  - ปญหากําหนดการเชิงเสนประกอบดวย ฟงกชันจุดประสงค (Objective Function) และ
อสมการขอจํากัด (Constraint Inequalities) 
  - ผลเฉลยของปญหาจะเปนพิกัดท่ีอยูในบริเวณท่ีหาคําตอบไดของระบบอสมการเชิงเสนท่ีไดมาจาก
อสมการขอจํากัดโดยเปนพิกัดท่ีทําใหฟงกชันมีคาสูงสุดหรือต่ําสุดตามฟงกชันจุดประสงค 
  - โดยการใชการเลื่อนของกราฟฟงกชันจุดประสงคท่ีมีความชันคงท่ี แตมีระยะตัดแกน Y ท่ี
เปลี่ยนแปลง พบวาคําตอบที่ตองการจะอยูท่ีจุดมุมของอาณาบริเวณท่ีหาคําตอบได 
 
4. สรุปขั้นตอนการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 

 1. สมมติตัวแปร กําหนดฟงกชันจุดประสงค และอสมการขอจํากัด 
 2. วาดกราฟของระบบอสมการเชิงเสนท่ีไดจากอสมการขอจํากัด แลวหาอาณาบริเวณท่ีหาคําตอบได 
 3. หาพิกัดของจุดมุมของอาณาบริเวณท่ีหาคําตอบได 
 4. นําจุดมุมท้ังหมดไปทดสอบกับฟงกชันจุดประสงค โดยเลือกพิกัดท่ีทําใหคาของฟงกชันสูงสุดหรือต่ําสุด
ตามท่ีตองการ 
 ขอสังเกต ในบางสถานการณปญหา ตองการคําตอบที่เปนจํานวนเต็ม แตถาพิกัดท่ีเปนคําตอบไมใชจํานวน
เต็มจะตองนําพิกัดท่ีเปนจํานวนเต็มท่ีอยูใกลเคียงกับจุดนั้น มาพิจารณหาพิกัดท่ีใหคาท่ีดีท่ีสุดแทน 
 

ตัวอยางขอสอบ 
 
1. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริงบวกซ่ึง a < b ถาคามากสุดและคานอยสุดของ P = 2x + y        

เมื่อ x, y เปนไปตามเงื่อนไข a ≤ x + 2y ≤ b, x ≥ 0 และ y ≥ 0 มีคาเทากับ 100 และ 10 ตามลําดับ
แลว a + b มีคาเทาใด  

2. โรงงานผลิตตุกตาแหงหนึ่งมีตนทุนในการผลิตตุกตา x ตัว โรงงานจะตองเสียคาใชจาย x3 - 450x2 + 
60,200x + 10,000 บาท ถาขายตุกตาราคาตัวละ 200 บาท โรงงานจะตองผลิตตุกตากี่ตัวจึงจะไดกําไรมากที่สุด 

 

เฉลย 
 
1. 70 2. 200 
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เวกเตอร (Vectors) 
 
1. ระบบพิกัดฉากสามมิติ 

 ทฤษฎีบท ระยะทางระหวางจุด P(x1, y1, z1) และ Q(x2, y2, z2) หรือ |PQ|  มีคาเทากับ 
2

12
2

12
2

12 )z  (z) y (y ) x (x   --- ++  
 
2. เวกเตอร 
 ปริมาณสเกลาร (Scalar Quantity) คือ ปริมาณท่ีมีแตขนาด 
 ปริมาณเวกเตอร (Vector Quantity) คือ ปริมาณท่ีมีท้ังขนาดและทิศทาง 
 
 การเขียนปริมาณเวกเตอร 
 1. เขียนแทนดวยสวนของเสนตรงในระนาบ 
  ใชสัญลักษณ AB  แทนเวกเตอรจาก A ไป B ซ่ึงคือ สวนของเสนตรงท่ีมีทิศจาก A ไป B เรียก A 

วา จุดเริ่มตน (Initial Point) เรียก B วา จุดสิ้นสุด (Terminal Point) 
 2. เขียนโดยใชตัวเลข 

  ถาจุด A มีพิกัดเปน (x1, y1) และ B มีพิกัดเปน (x2, y2) จะแทน AB  ดวย 








1 y y
1 x x

2
2

-
-

 
 

  ถาจุด A มีพิกัดเปน (x1, y1, z1) และ B มีพิกัดเปน (x2, y2, z2) จะแทน AB  ดวย 


















1z  z
1 y y
1 x x

2
2
2

-
-
-

  

  (ใชจุดสิ้นสุดลบจุดเริ่มตน)  
 นิเสธของเวกเตอร 
 นิเสธของเวกเตอร uv  คือ เวกเตอรท่ีมีขนาดเทากับขนาดของ uv  และมีทิศทางตรงขามกัน แทนดวย - uv  
 ขนาดของเวกเตอร 
 ถาจุด A และ B มีพิกัดเปน (x1, y1) และ (x2, y2) แลว |AB| = 2

12
2

12 ) y (y ) x (x  -- +  และถา
จุด A และ B มีพิกัดเปน (x1, y1, z1) และ (x2, y2, z2) แลว |AB| = 

2
12

2
12

2
12 )z  (z) y (y ) x (x   --- ++  ซ่ึง |AB| = |BA| 

 เวกเตอรหนึ่งหนวย (Unit Vector) คือ เวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย ซ่ึงเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทาง
เดียวกับ uv  คือ |u|

1v uv  
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 โคไซนแสดงทิศทาง (Direction Cosines) โคไซนแสดงทิศทางของ av  เมื่อ av  = 


















3
2
1

a
a
a

 ซ่ึง | av | ≠ 0 

เทียบกับแกน X, Y และ Z ตามลําดับ คือ จํานวนสามจํานวนซ่ึงเรียงตามลําดับ ดังน้ี |a|
a1v , |a|

a2v , |a|
a3v  

 บทนิยาม เวกเตอรสองเวกเตอรจะมีทิศทางเดียวกันก็ตอเมื่อมีโคไซนแสดงทิศทางชุดเดียวกัน และจะมี
ทิศทางตรงขามกันก็ตอเมื่อโคไซนแสดงทิศทางเทียบแตละแกนของเวกเตอรหนึ่งเปนจํานวนตรงขามกับโคไซน
แสดงทิศทางของอีกเวกเตอรหนึ่ง 
 

นิยาม เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

การเทากัน 







b
a  = 








d
c  ก็ตอเมื่อ a = c และ b = d 
















c
b
a

 = 
















f
e
d

 ก็ตอเมื่อ  

a = d, b = e และ c = f 

การบวกเวกเตอร 







b
a  + 








d
c  = 








+
+

d  b
ca  

















c
b
a

 + 
















f
e
d

 = 
















+
+
+

 f c
e  b
d  a

 

เวกเตอรศูนย 0
v  เวกเตอรศูนย คือ 








0
0  เวกเตอรศูนย คือ 

















0
0
0

 

การลบเวกเตอร 







b
a  - 








d
c  = 








d  b
ca

-
-  

















c
b
a

 - 
















f
e
d

 = 
















 f c
e  b
d  a

-
-
-

 

การคูณเวกเตอร
ดวยสเกลาร 

α 







b
a  = 








α
α

b
a
 

 

  

เมื่อ α เปนจํานวนจริงใดๆ 

α
















c
b
a

 = 
















α
α
α

c
b
a

 

 

 

  

เมื่อ α เปนจํานวนจริงใดๆ 
 
 การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
 1. ถา c > 0 แลว ucv  จะเปนเวกเตอรท่ีมีขนาดเทากับ c| uv | และมีทิศทางเดียวกับ uv  
 2. ถา c < 0 แลว ucv  จะเปนเวกเตอรท่ีมีขนาดเทากับ -c| uv | และมีทิศทางตรงขามกับ uv  
 3. ถา c = 0 แลว ucv  = 0 
 4. ให m และ n เปนจํานวนจริงใดๆ และ uv , vv  เปนเวกเตอรใดๆ แลว 
  (i) (m + n) uv  = umv  + unv  
  (ii) (mn) uv  = m( unv ) 
  (iii) m( uv  + vv ) = umv  + vmv   
 การขนานกันของเวกเตอร 
 กําหนดให uv  และ vv  เปนเวกเตอรท่ีไมใช 0

v  จะกลาววา uv  และ vv  ขนานกันก็ตอเมื่อมีจํานวนจริง c 
ท่ีไมใช 0 ท่ีทําให uv  = vcv  
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3. ผลคูณเชิงสเกลาร 
 ถา uv  = x1 iv  + y1 jv  และ vv  = x2 iv  + y2 jv  จะไดวา uv  ⋅ vv  = x1x2 + y1y2 
 ถา uv  = x1 iv  + y1 jv  + z1 k

v  และ vv  = x2 iv  + y2 jv  + z2 k
v  จะไดวา uv  ⋅ vv  = x1x2 + y1y2 + z1z2 

และ uv  ⋅ vv  = | uv || vv | cos θ 
 เมื่อ θ คือ มุมระหวาง uv  และ vv , 0° ≤ θ ≤ 180° (แบบใชจุดเริ่มตนตอกับจุดเริ่มตน)  
 สมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร 
 กําหนดให uv , vv  และ wv  เปนเวกเตอรใดๆ 
 1. uv  ⋅ vv  = vv  ⋅ uv  
 2. uv  ⋅ uv  = | uv |2 
 3. uv  ⋅ ( vv  + wv ) = uv  ⋅ vv  + uv  ⋅ wv  
 4. ถา uv  = 0 หรือ vv  = 0 แลว uv  ⋅ vv  = 0 
 5. ถา uv  ≠ 0

v  หรือ vv  ≠ 0
v  แลว uv  ⊥ vv  ก็ตอเมื่อ uv  ⋅ vv  = 0 

 6. | uv  ± vv |2 = | uv |2 ± 2 uv  ⋅ vv  + | vv |2 

 7. ให D เปนจุดบน OB  ท่ี AD ⊥ OB  จะไดวา OD  = ( OA ⋅ OB ) 













2|OB|
OB  

4. ผลคูณเชิงเวกเตอร 
 ถา uv  = a1 iv  + a2 jv  + a3 k

v  และ vv  = b1 iv  + b2 jv  + b3 k
v   

 ผลคูณเชิงเวกเตอรของ uv  และ vv  แทนดวย uv  × vv  คือ เวกเตอร 


















1221
3113
2332

ba  ba
ba  ba
ba  ba

-
-
-

 หรือ  

 
32
32

  bb
a  a

 

 
iv  - 

31
31

  bb
a  a

 

 
jv  - 

21
21

  bb
a a

 

 
k
v  

 
 สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอร 
 กําหนดให uv , vv  และ wv  เปนเวกเตอรใดๆ ในสามมิติ และ k เปนจํานวนจริงใดๆ  
 1. uv  × vv  = -( vv  × uv ) 
 2. ( uv  + vv ) × wv  = ( uv  × wv ) + ( vv  × wv )   
 3. uv  × ( vv  + wv ) = ( uv  × vv ) + ( uv  × wv ) 
 4. uv  × (k vv ) = k( uv  × vv ) 
 5. (k uv ) × vv  = k( uv  × vv ) 
 6. uv  × uv  = 0

v  
 7. iv  × jv  = k

v , jv  × k
v  = iv , k

v  × iv  = jv  
 8. uv  ⋅ ( vv  × wv ) = ( uv  × vv ) ⋅ wv  
 9. ถา uv  ≠ 0

v  และ vv  ≠ 0
v  จะไดวา | uv  × vv | = | uv || vv | sin θ 

  เมื่อ θ คือ มุมระหวาง uv  และ vv , 0° ≤ θ ≤ 180° (แบบใชจุดเริ่มตนตอกับจุดเริ่มตน) 
 10. สําหรับ uv  ≠ 0

v , vv  ≠ 0
v  และ uv  ไมขนานกับ vv  จะไดวา uv  × vv  ตั้งฉากกับ uv  และ vv  
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 การใชเวกเตอรในการหาพื้นที่สี่เหลี่ยมดานขนาน 
 | uv  × vv | = | uv || vv | sin θ เปนพ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนานที่มีดานไมขนานยาว | uv | และ | vv | หนวย 
 
 การใชเวกเตอรในการหาปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน 
 | uv  ⋅ ( vv  × rv )| เปนปริมาตรของสี่เหลี่ยมดานขนานทรงตัน (Parallelepiped) ท่ีมีดานกวาง ยาว สูง 
เปน rv , vv  และ uv  ตามลําดับ 
 
 ขอสังเกต  1. uv  ⋅ ( vv  × rv ) = rv  ⋅ ( uv  × vv ) = vv  ⋅ ( rv  × uv ) 
    uv  ⋅ ( vv  × rv ) = - uv  ⋅ ( rv  × vv ) = - vv  ⋅ ( uv  × rv ) = - rv  ⋅ ( vv  × uv ) 
   2. ถา uv , vv  และ rv  อยูในระนาบเดียวกันแลว uv  ⋅ ( vv  × rv ) = 0

v  
   3. uv  ⋅ ( v  × vv ) = vv  ⋅ ( rv  × rv ) = rv  ⋅ ( uv  × uv ) = 0

v  
 

ตัวอยางขอสอบ 
 
1. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีไมเทากับเวกเตอรศูนยซ่ึง u  ตั้งฉากกับ v  และ u  + v  ตั้งฉากกับ 

u  - v   
 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. | u | = | v | 
  ข. u  + 2 v ตั้งฉากกับ 2 u  - v  
 ขอใดตอไปนีเ้ปนจริง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
2. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมท่ีมี D เปนจุดบนดาน AC และ F เปนจุดบนดาน BC ถา AD = 4

1 AC, 

BF = 3
1 BC และ DF = aAB + bBC แลว b

a  มีคาเทาใด 
 
3. ให a  และ b  เปนเวกเตอร กําหนดโดย a  = i  + j2

1  - k3p  และ b  = - i2p  + j2  + kp  เมื่อ p 
เปนจํานวนจริง ถา a  ตั้งฉากกับ b  และขนาดของ b  เทากับ 3 แลว คาของ p อยูในชวงขอใดตอไปนี้ 

 1) 







2
3 3,  --  2) 






 0 ,2

3
 -  3) 








2
3 0,  4) 






 3 ,2
3  

 
4. ให u , v  และ w  เปนเวกเตอร กําหนดโดย u  = i  + 2 j  + 3 k , v  = 2 i  - d j  + k ,              

w  = a i  + b j  + c k  เมื่อ a, b, c และ d เปนจํานวนจริง ถา u  ⋅ w  = 2, u  ⋅ ( v  + w ) = 3,        
v  + w  = i  + q j  + r k  เมื่อ q, r เปนจํานวนจริง และ w  ขนานกับ - i3

2  + j2
1  + k3

1  แลวคาของ      
a + 4b + 2c เทากับเทาใด  
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5. กําหนด u  และ v  เปนเวกเตอร โดยที่ u  = i  + j3 , | v | = 3 และ | u  - v | = 4 คาของ | u  + v | 
เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 6  2) 10  3) 13  4) 4  
6. กําหนดให u  = i2  - j5  และ v  = i  + j2   
 ให w  เปนเวกเตอร โดยที่ u  ⋅ w  = -11 และ v  ⋅ w  = 8 
 ถา θ เปนมุมแหลมท่ีเวกเตอร w  ทํามุมกับเวกเตอร i5  + j  แลว tan θ + sin 2θ เทากับเทาใด 
 

เฉลย 
 
1. 1) 2. 9 3. 2) 4. 3 5. 2) 6. 2 
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จํานวนเชิงซอน (Complex) 
 
1. จํานวนเชิงซอน 

 เซต C = {(a, b)| a, b ∈ R} จะเรียกวา เซตของจํานวนเชิงซอน ก็ตอเมื่อสําหรับทุกๆ สมาชิก (a, b) 
และ (c, d) ใน C  
 1. (a, b) = (c, d) ก็ตอเมื่อ a = c และ b = d 
 2. (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) 
 3. (a, b) ⋅ (c, d) = (ac - bd, ad + bc) 
 จํานวนเชิงซอน (a, b) นิยมเขียนแทนดวย a + bi เรียก a วา สวนจริง และเรียก b วา สวนจินตภาพ 
 ขอสังเกต 1. c(a, b) = (ca, cb) 
   2. i2 = -1, i3 = -i, i4 = 1  
 สังยุคของจํานวนเชิงซอน 
 กําหนดใหจํานวนเชิงซอน z = a + bi นิยามสังยุคของ z แทนดวย z  คือ z  = a - bi 
 สมบัติ 1. (a + bi)(a - bi) = a2 + b2  
  2. 21 z z +  = 1z  + 2z   
  3. 21 z z -  = 1z  - 2z   
  4. 21 zz   ⋅  = 1z ⋅ 2z   
  5. 

2
1

z
z  = 

2
1

z
z  โดยท่ี 2z  ≠ 0 

 
  6. z + z  = 2Re(z) เมื่อ Re(z) คือ สวนจริงของ z  
  7. z - z  = 2Im(z) เมื่อ Im(z) คือ สวนจินตภาพของ z  
  8. z  = z  
 คาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน 
 กําหนดใหจํานวนเชิงซอน z = a + bi นิยามคาสัมบูรณของ z แทนดวย |z| คือ |z| = 22  b a +  
 สมบัติ 1. z z  = |z|2  
  2. |z| = |-z|  
  3. |z1z2| = |z1||z2|  
  4.   

2
1z

z  =   

2
1z

z , z2 ≠ 0 
 
  5. |z-1|= |z|-1   
  6. |z| = | z |  
  7. |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|  
  8. |z1 - z2| ≥ ||z1| - |z2|| 
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2. จํานวนเชิงซอนในรูปเชิงขั้ว 

 ให z = a + bi โดยท่ี z ≠ 0  และ θ เปนมุมบวกท่ีเล็กท่ีสุดซ่ึง tan θ = a
b  จะไดวา รูปเชิงข้ัวของ z 

คือ z = |z|(cos θ + i sin θ) เรียก θ วา อารกิวเมนต (Argument) ของ z  
 การคูณและการหารจํานวนเชิงซอนในรูปเชิงข้ัว 
 กําหนดให z1, z2 เปนจํานวนเชิงซอนท่ีไมใชศูนย  
 โดย z1 = |z1|(cos θ1 + i sin θ1)  
 และ z2 = |z2|(cos θ2 + i sin θ2) จะไดวา 
 1. z1z2 = |z1||z2|(cos(θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)) 
 2. 

2
1

z
z  = |z|

|z|
2
1  (cos(θ1 - θ2) + i sin(θ1 - θ2)) 

 3. n
1z  = |z1|n (cos nθ1 + i sin nθ1) 

 
 การแกสมการจํานวนเชิงซอน 
 สําหรับจํานวนเชิงซอน z = |z|(cos θ + i sin θ) เมื่อ n ≥ 2  จะไดวา 

 n z  = 























 πθπθ +++ n2k   sin  i n2k  cos |z|n  เมื่อ k = 0, 1, 2, ..., n - 1 

 กําหนดให f(x) = anxn + an-1 xn-1 + ... + a1x + a0  โดยท่ี a0, a1, a2, ..., an ∈ R และ an ≠ 0   
จะไดวา ถา f(z) = 0 แลว f( z ) = 0 ดวย 
 น่ันคือ ถา z เปนคําตอบของสมการแลว z  จะเปนคําตอบของสมการดวย 
 

ตัวอยางขอสอบ 
 
1. กําหนดให z เปนจํานวนเชิงซอนท่ีสอดคลองกับ z3 - 2z2 + 2z = 0 และ z ≠ 0 ถาอารกิวเมนตของ z อยู

ในชวง 




 π

2 0,  แลว 2
4

)z(
z  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) -2i 2) 1 - i 3) 1 + i 4) 2i 
2. กําหนดให w, z เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึง w  = z - 2i และ |w|2 = z + 6 ถาอารกิวเมนตของ w อยู

ในชวง  



 π

2 0,  และ w = a + bi เมื่อ a, b เปนจํานวนจริง แลว a + b มีคาเทาใด 
 
3. ให z1, z2, z3, ... เปนลําดับของจํานวนเชิงซอน โดยท่ี z1 = 0, zn+1 = 2

nz  + i สําหรับ n = 1, 2, 3, ... 
เมื่อ i = 1-  คาสัมบูรณของ z111 เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 1 2) 2  3) 3  4) 110   
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4. ให z1 และ z2 เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ และ 2z  แทนสังยุค (Conjugate) ของ z2 ถา 5z1 + 2z2 = 5 และ 

2z  = 1 + 2i เมื่อ i2 = -1 แลวคาของ | 1
15z- | เทากับเทาใด  

5. ให z1 และ z2 เปนจํานวนเชิงซอน ถา 1
1z
-  = 5

3  - 5
4 i เมื่อ i2 = -1 และ 5z1 + 2z2 = 5 แลว 2z  

เทากับขอใดตอไปนี้ (เมื่อ 2z  แทนสังยุค (Conjugate) ของ z2) 
 1) 3 - 2i 2) 3 + 2i 3) 1 - 2i 4) 1 + 2i   

6. ถา n เปนจํานวนเต็มบวกท่ีนอยที่สุดท่ีทําให 
n

2
2i  2

2













+  = 1 เมื่อ i2 = -1 แลว n มีคาเทากับเทาใด 

 

เฉลย 
 
1. 1) 2. 4 3. 2) 4. 5 5. 4) 6. 8 
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ความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางขอมูล 
(Functional Relation Between Data) 

 
1. การวิเคราะหความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางขอมูล 
 1. ความสัมพันธของตัวแปรอิสระและตัวแปรตาม 
 2. การเขียนแผนภาพการกระจาย 
 
2. ระเบียบวิธีกําลังสองนอยสุด 
 สมการเสนตรง : รูปท่ัวไป คือ y = mx + c 
 สมการปกติ 

    ∑
n

1=i iy  = ∑
n

1=i ixm  + nc 
 

    iy
n

1=i ix∑  = ∑
n

1=i
2
ixm  + c ∑

n

1=i ix  
 
 สมการเสนพาราโบลา : รูปท่ัวไป คือ y = ax2 + bx + c 
 สมการปกติ 

    ∑
n

1=i
iy  = a ∑

n

1=i
2
ix  + b ∑

n

1=i
ix  + nc 

 

    iy
n

1=i
ix∑  = a ∑

n

1=i
3
ix  + b ∑

n

1=i
2
ix  + c ∑

n

1=i
ix  

 

    i
n

1=i
2
ix y∑  = a ∑

n

1=i
4
ix  + b ∑

n

1=i
3
ix  + c ∑

n

1=i
2
ix  

 
 สมการเอกซโพเนนเชียล : รูปท่ัวไป คือ y = abx หรือ log y = log a + x log b 
 สมการปกติ 

    iy
n

1=i
log ∑  = n log a + log b ∑

n

1=i
ix  

 

    iy
n

1=i
 logix  ∑  = log a ∑

n

1=i
ix  + log b ∑

n

1=i
2
ix  
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3. ความสัมพันธเชิงฟงกชันของขอมูลที่อยูในรูปอนุกรมเวลา  
 เราสามารถแทนขอมูลท่ีเปนตัวแปรอิสระซึ่งเปนชวงเวลาที่หางเทากันไดดังน้ี  
 ถาจํานวนชวงเวลาที่นํามาสรางความสัมพันธเปนจํานวนคี่ มักจะแทนดวย ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...  
โดยใหชวงเวลาที่อยูตรงกลางเปน 0  
 ถาจํานวนชวงเวลาที่นํามาสรางความสัมพันธเปนจํานวนคู มักจะแทนดวย ..., -5, -3, -1, 1, 3, 5, ... 
โดยใหชวงเวลาที่อยูตรงกลางเปน -1 และ 1 
 ขอสังเกต 1. รูตัวแปรอิสระทํานายตัวแปรตาม ไมสามารถทํานายกลับได 
   (ถาจะทํานายตองสลับตัวแปรแลวสรางความสัมพันธเชิงฟงกชันใหม) 
  2. เมื่อจะทํานายความสัมพันธในรูปอนุกรมเวลา ตองแปลงขอมูลกอน 
  3. สําหรับสมการรูปเสนตรง ( x , y ) อยูบนเสน 
  4. สําหรับสมการรูปเสนตรง ∆y = m∆x 
 

ตัวอยางขอสอบ 
 
1. ในการหาความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร (X) และวิชาฟสิกส (Y) ของนักเรียน 

100 คนของโรงเรียนแหงหนึ่ง ไดพจนตางๆ ท่ีใชในการคํานวณคาคงตัวจากสมการปกติของความสัมพันธ
เชิงฟงกชันท่ีมีรูปสมการเปน Y = a + bX ดังน้ี 

∑
=

100

1 i
ix  = ∑

=

100

1  i
iy  = 1000, ∑

=

100

1i
ii yx  = 2000, ∑

=

100

1i
2
ix  = 4000 

 ถาคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรของนายสมชายเทากับ 15 คะแนน แลวคะแนนสอบวิชาฟสิกส (โดยประมาณ) 
ของนายสมชายเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 16 คะแนน 2) 16.67 คะแนน 3) 17 คะแนน 4) 17.67 คะแนน  
2. ในการหาความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางปริมาณสารปนเปอนชนิดท่ี 1 (X) และปริมาณสารปนเปอนชนิดท่ี 2 (Y) 

จากตัวอยางอาหารจํานวน 100 ตัวอยาง พบวาความแปรปรวนของปริมาณสารชนิดท่ี 1 มีคาเทากับ 1.75 

คาเฉลี่ยเลขคณิตของปริมาณสารชนิดท่ี 2 มีคาเทากับ 0.5, ∑
=

100

1i
ii y x  = 100 และ ∑

=

100

1i
2
i x  = 200 ถา

สมการปกติของความสัมพันธเชิงฟงกชันดังกลาวอยูในรูป Y = a + bX แลวเมื่อพบสารปนเปอนชนิดท่ี 1 
อยู 4 หนวย จะพบสารปนเปอนชนิดท่ี 2 (โดยประมาณ) เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 0.5 หนวย 2) 1 หนวย 3) 1.5 หนวย 4) 2 หนวย 
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3. กําหนดใหขอมูล X และ Y มีความสัมพันธกันดังตารางตอไปนี้ 
 

X 1 2 3 3 
Y 1 3 4 6 

 
 ถาสมการปกติของความสัมพันธเชิงฟงกชันดังกลาวอยูในรูป Y = a + bX แลวเมื่อ X = 10 คาของ Y 

เทากับเทาใด 
 

เฉลย 
 
1. 2) 2. 4) 3. 19 
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สถิติ (Statistics) 
 

1. ขอมูล  
 ขอมูลท่ีใชในการวิเคราะหทางสถิติมีสองประเภท คือ ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถ่ี ซ่ึงจะเห็นคาของขอมูล
ทุกตัว และขอมูลท่ีแจกแจงความถ่ี จะเห็นเปนอันตรภาคชั้น 
   ความกวางของอันตรภาพช้ัน = ขอบบน - ขอบลาง 

   จุดก่ึงกลางอันตรภาคชั้น = ขอบบน + ขอบลาง 
2 

 

 
2. การวัดแนวโนมเขาสูสวนกลาง 
 1. คาเฉลี่ยเลขคณิต, Mean, x   

  x  ของขอมูลท่ีไมแจกแจงความถ่ี x  = N

N

1  i
ix∑

=  
 

  x  ของขอมูลท่ีแจกแจงความถ่ี x  = N

K

1  i
ixif∑

=   

 ขอสังเกต 1. ∑
=

N

1 i
ix = N x  

 

  2. )
N

1 i
xi(x   ∑

=
-  = 0 

 

  3. 2)
N

1 i
ai(x   ∑

=
-  มีคานอยท่ีสุดเมื่อ a = x  

 
  4. ถา x1, x2, x3, ... , xn มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน x   
    x1 + k, x2 + k, x3 + k, ... , xn + k มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน x  + k 
    x1k, x2k, x3k, ..., xnk มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน x k  
  5. x  รวม = 

22
2211

N  N
xN xN

+
+  
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 2. มัธยฐาน, Median, Me 
  Me สําหรับขอมูลท่ีไมแจกแจงความถ่ี 
   Me = คาของขอมูลตําแหนงตรงกลาง (ตัวท่ี 2

1N + ) เมื่อเรียงลําดับขอมูลแลว 

  Me สําหรับขอมูลท่ีแจกแจงความถ่ี 

   Me = L + 
M

L
f

f  2
N 





 ∑-

I 

 ขอสังเกต 1. การหามัธยฐานมีสองขั้นตอน คือ หาตําแหนง และหาคาโดยใชสูตรหรือการเทียบบัญญัติไตรยางค 

  2. ∑
=

N

1 i
|aix|   -  มีคานอยสุดเมื่อ a = Me 

 
 3. ฐานนิยม, Mode, Mo 
  Mo สําหรับขอมูลท่ีไมแจกแจงความถ่ี 
    Mo   = คาของขอมูลท่ีมีความถ่ีมากท่ีสุด 
  Mo สําหรับขอมูลท่ีแจกแจงความถ่ี 
    Mo   = จุดก่ึงกลางของช้ันท่ีมีความถ่ีสูงสุด (แบบหยาบ) 

       = L + 













+ 21
1
d  d

d I (แบบละเอียด) 

 ขอสังเกต 1. ใชไดกับขอมูลเชิงคุณภาพ 
    2. ถาแตละอันตรภาคชั้นมีความกวางตางกัน ตองถวงดวยน้ําหนักของความกวางดวย  
 4. ความสัมพันธของ x , Me และ Mo 
  

x  = Me = Mo x  > Me > Mo x  < Me < Mo 

โคงปกติ โคงเบขวา โคงเบซาย 
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3. การวัดตําแหนงของขอมูล 
 เราจะมองการวัดตําแหนงของขอมูลเปนเหมือนภาคขยายของการหามัธยฐาน ซ่ึงมีสองขั้นตอน คือ การ
หาตําแหนงและการหาคา 
 1. ควอไทล (Quartiles) คือ การแบงขอมูลออกเปน 4 สวนเทาๆ กัน โดย Q1, Q2, และ Q3 คือ คะแนน
ของตัวแบงท้ัง 3 ตัว 
  Qr ของขอมูลท่ีไมแจกแจงความถ่ี 
   การหาตําแหนง  :  ตําแหนงของ Qr คือ 4

1)r(N +  

   การหาคา : ใชการเทียบบัญญัติไตรยางค 
  Qr ของขอมูลท่ีแจกแจงความถ่ี 
   การหาตําแหนง  :  ตําแหนงของ Qr คือ 4

rN  

   การหาคา : Qr = L + M
L

f
f  4

rN 





 ∑-

I 

 2. เดไซล (Deciles) คือ การแบงขอมูลออกเปน 10 สวนเทาๆ กัน โดย D1, D2, ..., D9 คือ คะแนนของ
ตัวแบงท้ัง 9 ตัว 
  Dr ของขอมูลท่ีไมแจกแจงความถ่ี 
   การหาตําแหนง  :  ตําแหนงของ Dr คือ 10

1)r(N +  

   การหาคา : ใชการเทียบบัญญัติไตรยางค 
  Dr ของขอมูลท่ีแจกแจงความถ่ี 
   การหาตําแหนง  :  ตําแหนงของ Dr คือ 10

rN  

   การหาคา : Dr = L + M
L

f
f  10

rN 





 ∑-

I 

 3. เปอรเซ็นไทล (Percentiles) คือ การแบงขอมูลออกเปน 100 สวนเทาๆ กัน มี P1, P2, ..., P99          
คือ คะแนนของตัวแบงท้ัง 99 ตัว 
  Pr ของขอมูลท่ีไมแจกแจงความถ่ี 
   การหาตําแหนง  :  ตําแหนงของ Pr คือ 100

1)r(N +  

   การหาคา : ใชการเทียบบัญญัติไตรยางค 
  Pr ของขอมูลท่ีแจกแจงความถ่ี 
   การหาตําแหนง  :  ตําแหนงของ Pr คือ 100

rN  

   การหาคา : Pr = L + M
L

f
f  100

rN 





 ∑-

I 
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4. การวัดการกระจายของขอมูล 
 1. การวัดการกระจายสัมบูรณ (Absolute Variation) ใชเพ่ือวัดการกระจายของขอมูลชุดเดียว 
  1.1 พิสัย (Range) 
    Range = xmax - xmin 
  1.2 สวนเบ่ียงเบนควอไทล (Quartile Deviation) 

    Q.D. = 2
QQ 13 -  

  1.3 สวนเบ่ียงเบนเฉลี่ย (Mean Deviation) 

    M.D. = N

N

1  i
|x  ix|∑

=
-

 

  1.4 สวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation) 

    S.D. = N

N

1  i

2)x  i(x∑
=

-

 =    N
2x

N

1  i

2
ix

-
∑
=  

 2. การวัดการกระจายสัมพัทธ (Relative Variation) ใชเพ่ือตองการเปรียบเทียบการกระจายของขอมูล
มากกวาหนึ่งชุด 
  2.1 สัมประสิทธ์ิพิสัย 

    สัมประสิทธ์ิพิสัย = 
minmax
minmax

 x x
xx

+

-  

  2.2 สัมประสิทธ์ิสวนเบ่ียงเบนควอไทล 

    สัมประสิทธ์ิสวนเบ่ียงเบนควอไทล = 
13
13

Q  Q
QQ

+

-  

  2.3 สัมประสิทธ์ิสวนเบ่ียงเบนเฉลี่ย 
    สัมประสิทธ์ิสวนเบ่ียงเบนเฉลี่ย = x

M.D.  

  2.4 สัมประสิทธ์ิการแปรผัน 
    สัมประสิทธ์ิการแปรผัน = x

S.D.  

 ขอสังเกต 1. ความแปรปรวน (Variance) = S.D.2 = S2 
  2. S.D. ≥ 0 
  3. S.D. = 0 ↔ x1 = x2 = ... = xn = x  
  4. ถา x1, x2, ..., xn มีสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเปน S.D. ความแปรปรวนเปน S.D.2 
    x1 + k, x2 + k, ..., xn + k มีสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเปน S.D. ความแปรปรวนเปน S.D.2 
    x1k, x2k, ..., xnk มีสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเปน S.D.|k| ความแปรปรวนเปน S.D.2k2 
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5. คามาตรฐาน 
    zi = S.D.

xx i -  

 ขอสังเกต 1. ขอมูลท่ีมีการแจกแจงปกติจะมี x  = Me = Mo 
   2. พ้ืนท่ีใตเสนโคงปกติเทากับ 1 หรือ 100% ซ่ึงคือ ปริมาณขอมูลท้ังหมด 
   3. การแจกแจงปกติมาตรฐาน คือ การแจกแจงปกติท่ีมี x  = 0 และ S.D. = 1 
   4. z1, z2, z3, ..., zn จะมี x  = 0 และ S.D. = 1 
   5. คา z สามารถเปนไดท้ังบวก (xi > x ) และลบ (xi < x ) 
   6. zi = 0 ↔ xi = x  
   7. โดยมาก -3 < zi < 3 
   8. มีความสัมพันธระหวาง คะแนนมาตรฐาน, คะแนนดิบ, คาเฉลี่ยเลขคณิต, สวนเบ่ียงเบน-
มาตรฐาน, พ้ืนท่ีใตเสนโคงปกติมาตรฐาน, ปริมาณขอมูล, เปอรเซ็นไทล 
 

ตัวอยางขอสอบ 
 
1. กําหนดใหความสูงของคนกลุมหนึ่งมีการแจกแจงแบบปกติ ถามีคนสูงกวา 145 เซนติเมตรและ 165 

เซนติเมตรอยู 84.13% และ 15.87% ตามลําดับ แลวสัมประสิทธ์ิของความแปรผันของความสูงของคนกลุมน้ี
เทากับขอใดตอไปนี้  

Z 1.00 1.12 1.14 1.16 
พ้ืนที่ใตเสนโคงปกติมาตรฐานจาก 0 ถึง z 0.3413 0.3686 0.3729 0.3770 

 
 1) 31

1  2) 31
2  3) 31

3  4) 31
4  

 
2. กําหนดใหขอมูลชุดหนึ่งมีการแจกแจงปกติ หยิบขอมูล x1, x2, x3 มาคํานวณคามาตรฐานปรากฏวาไดคา

เปน z1, z2, z3 ตามลําดับ ถา z1 + z2 = z3 แลวคาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดน้ีเทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) x1 + x2 - x3 2) x1 - x2 - x3 3) x3 - x2 - x1 4) x1 + x2 + x3  
3. ขอมูลชุดหนึ่งเรียงจากนอยไปมาก เปนดังน้ี 1, 4, x, y, 9, 10 ถามัธยฐานของขอมูลชุดน้ีเทากับคาเฉลี่ย 

เลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนเฉลี่ยของขอมูลชุดน้ีเทากับ 3
8  แลว y - x มีคาเทาใด 

 
4. ขอมูลชุดหนึ่งมี 5 จํานวนและมีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 12 ถาควอไทลท่ี 1 และ 3 ของขอมูลชุดน้ีมีคา

เทากับ 5 และ 20 ตามลําดับ แลวเดไซลท่ี 5 ของขอมูลชุดน้ีมีคาเทาใด   
5. กําหนดตารางแจกแจงความถ่ีแสดงอายุของคนในหมูบานแหงหนึ่ง เปนดังน้ี  

อายุ (ป) 0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 
จํานวน (คน) 5 10 A 20 10 10 

 
 ถาอายุเฉลี่ยของคนในหมูบานนี้เทากับ 33.33 ป แลวจํานวนคนในหมูบานนี้เทากับเทาใด  
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6. นักเรียนหองหนึ่งสอบวิชาคณิตศาสตรไดคะแนนเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 40 คะแนน ถานักเรียนชายสอบได
คะแนนเฉลี่ยเลขคณิต 35 คะแนน และนักเรียนหญิงสอบไดคะแนนเฉลี่ยเลขคณิต 50 คะแนน อัตราสวน
ของนักเรียนชายตอนักเรียนหญิงตรงกับขอใดตอไปนี้ 

 1) 3 : 2 2) 2 : 3 3) 2 : 1 4) 1 : 2  
7. คาเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนสอบของนักเรียนกลุมหนึ่งเทากับ 72 คะแนน ความแปรปรวน (ประชากร) 

เทากับ 600 ถามีนักเรียนมาเพ่ิมอีก 1 คน ซ่ึงสอบได 60 คะแนน ทําใหคาเฉลี่ยเปลี่ยนไปเปน 70 คะแนน 
ความแปรปรวนของขอมูลชุดใหมเทากับเทาใด  

8. จากการสํารวจนํ้าหนักของนักเรียนกลุมหนึ่งจํานวน 4 คน มี 2 คน นํ้าหนักเทากันและหนักนอยกวาอีก 2 
คนท่ีเหลือ ถาฐานนิยม มัธยฐาน และพิสัยของน้ําหนักของนักเรียน 4 คนนี้ คือ 45, 46 และ 6 กิโลกรัม 
ตามลําดับ แลวความแปรปรวนของน้ําหนักของนักเรียน 4 คนนี้เทากับเทาใด  

9. ในการสอบคัดเลือกเขาศึกษาตอของโรงเรียนแหงหนึ่ง ถาสอบไดคะแนน 700 คะแนน แปลงคะแนนเปนคา
มาตรฐานได 4 แตถาสอบได 400 คะแนน แปลงเปนคามาตรฐานได -2 แลวสัมประสิทธ์ิการแปรผันเทากับ
รอยละเทาใด  

10. ถาคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียน 30 คน มีคะแนนเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 60 คะแนน และมี   
สวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเทากับ 10 ถาผลรวมของคามาตรฐานของคะแนนของนักเรียนกลุมน้ีเพียง 29 คน 
เทากับ 2.5 แลวนักเรียนอีก 1 คนท่ีเหลือสอบไดคะแนนเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 35 2) 58 3) 60 4) 85  
11. มีนักเรียน 5 คน รวมกันบริจาคเงินไดเงินรวม 360 บาท ความแปรปรวน (ประชากร) เทากับ 660 ถามี

นักเรียนเพ่ิมอีก 1 คนมารวมบริจาคเปนเงิน 60 บาท ความแปรปรวนจะเพิ่มขึ้นหรือลดลงตรงกับขอใดตอไปนี ้
 1) เพ่ิมขึ้น 80 2) เพ่ิมขึ้น 90 3) ลดลง 80 4) ลดลง 90  
12. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียนหองหนึ่ง ถานักเรียนคนหนึ่งในหองนี้สอบได 55 คะแนน คิดเปน

คะแนนมาตรฐานไดเทากับ 0.5 และสัมประสิทธ์ิของการแปรผัน (Coefficient of Variation) ของคะแนน
นักเรียนหองนี้เทากับ 20% คะแนนเฉลี่ยของนักเรียนหองนี้เทากับเทาใด  

13. สรางตารางแจกแจงความถ่ีของคะแนนการสอบของนักเรียนกลุมหนึ่ง โดยใหความกวางของแตละอันตรภาคชั้น
เปน 10 แลวปรากฏวามัธยฐานของคะแนนการสอบเทากับ 57 คะแนน ซ่ึงอยูในชวง 50-59 ถามีนักเรียนท่ี
สอบไดคะแนนต่ํากวา 49.5 คะแนน อยูจํานวน 12 คน และมีนักเรียนไดคะแนนต่ํากวา 59.5 คะแนน อยู
จํานวน 20 คน จงหาวานักเรียนกลุมน้ีมีท้ังหมดก่ีคน 

 

เฉลย 
 
1. 2)   2. 1)   3. 2   4. 10   5. 1.625 (โจทยบกพรอง) 
6. 3)   7. 520   8. 6   9. 10   10. 1)    
11. 4)   12. 50   13. 36 
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วิธีเรียงสับเปลี่ยน วิธีจัดหมู และความนาจะเปน 
(Permutation, Combination, and Probability) 

 
1. หลักการเบื้องตนเก่ียวกับการนับ  
 กฎการบวก ถาการทํางานหนึ่งอยางแบงออกเปน n กรณียอยโดยในแตละกรณีเปนการทํางานท่ีเสร็จสิ้น
จํานวนวิธีในการทํางานจะเทากับผลรวมของจํานวนวิธีของทุกกรณี 
 กฎการคูณ  
 1. ถางานท่ีทําแบงออกเปนสองขั้นตอน โดยงานขั้นตอนแรกเลือกทําได n1 วิธี และในแตละวิธีในการ
เลือกทํางานอยางแรกน้ีสามารถเลือกทํางานอยางท่ีสองได n2 วิธี จํานวนวิธีท่ีจะเลือกทํางานช้ินนี้ คือ n1n2 วิธี 
 2. ถางานท่ีทําแบงออกเปน k ขั้นตอน โดยงานขั้นตอนแรกเลือกทําได n1 วิธี และในแตละวิธีในการเลือก
ทํางานอยางแรกน้ีสามารถเลือกทํางานอยางท่ีสองได n2 วิธี ในแตละวิธีในการเลือกทํางานอยางท่ีสองสามารถ
เลือกทํางานอยางท่ีสามได n3 วิธี ฯลฯ จํานวนวิธีท่ีจะเลือกทํางานช้ินนี้ คือ n1n2n3 ... nk วิธี 
 นิยาม กําหนดให n ∈ N n! = 1 × 2 × 3 × 4 × ... × n และ 0! = 1 
 
2. วิธีเรียงสับเปลี่ยนและวิธีจัดหมู  
 กฎขอที่ 1 จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของ n สิ่งท่ีแตกตางกันท้ังหมด เทากับ n! 
 กฎขอที่ 2 จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของ n สิ่งท่ีแตกตางกันโดยนํามาเรียงแค r สิ่ง (r ≤ n) คือ 
nPr = r)!  (n

n!
-  

 กฎขอที่ 3 จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมของสิ่งของ n สิ่งท่ีแตกตางกันท้ังหมด เทากับ (n - 1)! 
 กฎขอที่ 4 ถามีสิ่งของอยู n สิ่ง ในจํานวนนี้มี 
   n1 สิ่งท่ีเหมือนกันอยูกลุมท่ีหนึ่ง 
   n2 สิ่งท่ีเหมือนกันอยูกลุมท่ีสอง 
   M  
   nk สิ่งท่ีเหมือนกันอยูกลุมท่ี k โดยท่ี n1 + n2 + ... + nk = n 
   จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของท้ัง n สิ่ง เทากับ !n ... !n!n

n!
k21

 

 กฎขอที่ 5 จํานวนวิธีเลือกสิ่งของ n สิ่งท่ีแตกตางกัน ทีละ r สิ่ง (r ≤ n) เทากับ 







r
n

 = nCr = 

r!r)!  (n
n!
-  

 เทคนิค การนับจํานวนฟงกชัน, คอมพลีเมนท, การจัดเรียงของใหติดกันโดยการมัด 
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3. ความนาจะเปน  
 การทดลองสุม คือ การทดลองใดๆ ซ่ึงทราบวาผลลัพธอาจเปนอะไรไดบาง แตไมสามารถทํานายผล
ลวงหนาได 
 แซมเปลสเปซ คือ เซตท่ีมีสมาชิกเปนผลลัพธท่ีเปนไปไดท้ังหมดของการทดลองสุม 
 เหตุการณ คือ สับเซตของแซมเปลสเปซ 

ความนาจะเปนของเหตุการณ E แทนดวย P(E) = n(S)
n(E)  

 สมบัติบางประการของความนาจะเปน 
 1. 0 ≤ P(E) ≤ 1 
 2. P(φ) = 0 
 3. P(S) = 1 
 4. P(E1U E2) = P(E1) + P(E2) - P(E1I E2) 
 5. P(E1U E2U E3) = P(E1) + P(E2) + P(E3) - P(E1I E2) - P(E1I E3) - P(E2I E3) + 

P(E1I E2I E3) 
 6. P(E) = 1 - P(E′) 
 
4. ทฤษฎีบททวินาม  
 

(a + b)n = 






0
n anb0 + 







1
n an-1b1 + 







2
n an-2b2 + ... + 








1  n
n
- a1bn-1 + 







n
n a0bn 

 

 เรียก 







r
n

 วา สัมประสิทธิ์ทวินาม 

 ขอสังเกต 
 1. การกระจาย (a + b)n จะได n + 1 พจน 
 2. ในแตละพจนผลรวมของกําลังของ a และ b จะไดเทากับ n 
 3. พจนท่ัวไปของการกระจาย (a + b)n 
 
 Tr+1 = 








r
n

an-rbr 
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ตัวอยางขอสอบ 
 
1. ถุงใบหนึ่งบรรจุลูกแกวสีแดง 5 ลูก สีเขียว 4 ลูก และสีเหลือง 3 ลูก ถาหยิบลูกแกวจากถุงทีละลูก 3 ครั้ง

โดยไมใสคืน แลวความนาจะเปนท่ีจะหยิบไดลูกแกวลูกท่ีหนึ่ง สอง และสาม เปนสีแดง สีเขียว และสีเหลือง
ตามลําดับ เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 21
1  2) 22

1  3) 22
3  4) 25

3  
 
2. กลองใบหนึ่งบรรจุหลอดไฟ 12 หลอด เปนหลอดชํารุด 3 หลอด ถาหยิบหลอดไฟจากกลองมา 4 หลอด 

แลวความนาจะเปนท่ีจะไดหลอดชํารุดไมเกิน 1 หลอด เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 3

1  2) 4
1  3) 99

14  4) 55
14  

 
3. ในการโยนลูกเตา 2 ลูกหนึ่งครั้ง ความนาจะเปนท่ีจะไดแตมรวมเปน 7 โดยท่ีมีลูกเตาลูกหนึ่งขึ้นแตมไมนอยกวา 

4 เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 3

1  2) 4
1  3) 6

1  4) 12
1  

 
4. มีสิ่งของซ่ึงแตกตางกันอยู 8 ช้ิน ตองแบงใหคน 2 คน คนหนึ่งได 6 ช้ิน และอีกคนหนึ่งได 2 ช้ิน จะมีจํานวน

วิธีแบงก่ีวิธี  
5. กลองใบหนึ่งบรรจุเสื้อยืด 13 สี สีละ 4 ตัว โดยท่ีเสื้อยืดในแตละสีมีขนาด S, M, L และ XL ตามลําดับ  

สุมหยิบเสื้อจากกลองมา 3 ตัวพรอมๆ กัน ความนาจะเปนท่ีจะไดเสื้อยืดมีสีเหมือนกัน 2 ตัว เทากับขอใด
ตอไปนี้ 

 1) 425
72  2) 5525

72  3) 221
3  4) 22100

3  
 
6. กําหนดให S เปนแซมเปลสเปซ และ A, B เปนเหตุการณใดๆ ใน S จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. P(A) = P(AI B) + P(AI B′) 
  ข. ถา P(A) = 0.5, P(B) = 0.6 และ P(AU B′) = 0.7 แลว P(A - B) = 0.4 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต ข. ผิด 3) ก. ผิด แต ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
7. กําหนดให A = {0, 1, 2, 3, 4} จํานวนเต็มบวกท่ีมีคานอยกวา 300 โดยสรางมาจากตัวเลขในเซต A และ

ตัวเลขแตละหลักไมซํ้ากันเทากับเทาใด  
8. คณะกรรมการชุดหนึ่งมี 7 คน ประกอบดวยประธาน รองประธาน เลขานุการ และกรรมการอีก 4 คน 

จํานวนวิธีท่ีจัดกลุมคน 7 คนนี้น่ังประชุมรอบโตะกลม โดยใหประธานและรองประธานนั่งติดกันเสมอ แต
เลขานุการไมน่ังติดกับรองประธานเทากับเทาใด  

9. ในการทอดลูกเตา 2 ลูกพรอมๆ กัน ความนาจะเปนท่ีผลบวกของหนาลูกเตาท้ังสองเทากับ 7 หรือผลคูณ
ของหนาลูกเตาท้ังสองเทากับ 12 เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 18
1  2) 6

1  3) 9
2  4) 9

4  
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10. มีขอสอบปรนัย 20 ขอ คะแนนเต็ม 50 คะแนน โดยกําหนดขอ 1-10 ขอละ 4 คะแนน และขอ 11-20    
ขอละ 1 คะแนน ถาหากนักเรียนตอบขอใดถูกตองจะไดคะแนนเต็มของขอนั้น แตถาตอบผิดหรือไมตอบจะ
ไดคะแนน 0 คะแนน จะมีก่ีวิธีท่ีนักเรียนคนหนึ่งจะทําขอสอบชุดน้ีไดคะแนนรวม 45 คะแนน  

11. กําหนดให A = {1, 2, 3, ..., 9, 10} จงหาจํานวนสับเซตของ A ท้ังหมดท่ีประกอบดวยสมาชิก 8 ตัวท่ี
แตกตางกัน โดยท่ีผลรวมของสมาชิกท้ัง 8 ตัว เปนพหุคูณของ 5 

 

เฉลย 
 
1.  2)   2.  -   3.  3)   4. 59  5. 1)  
6. 2)   7. 44   8. 192   9. 3)  10. 352 
11. 9 
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แคลคูลัส (Calculus) 
 
1.   ลิมิตและความตอเน่ืองของฟงกชัน 
 เมื่อ x มีคาเขาใกลจํานวนจริง a ทางดานซายของเสนจํานวน (x < a) แลวคาของ f(x) เขาใกลจํานวน
จริง L จะกลาววา L เปนลิมิตซายของ f ที่ a แทนดวยสัญลักษณ 

-ax
lim
→

f(x) = L1 

 เมื่อ x มีคาเขาใกลจํานวนจริง a ทางดานขวาของเสนจํานวน (x > a) แลวคาของ f(x) เขาใกลจํานวน
จริง L จะกลาววา L เปนลิมิตขวาของ f ที่ a แทนดวยสัญลักษณ 

+→ax
lim f(x) = L2 

 ถาลิมิตทางซายและลิมิตทางขวาของฟงกชัน f เทากัน และมีคาเทากับ L จะกลาววา 
 ฟงกชัน f มีลิมิตเปน L ที่ a แทนดวยสัญลักษณ 

ax
lim
→

f(x) = L 

 ถาลิมิตทางซายไมเทากับลิมิตทางขวา หรือลิมิตขางใดขางหนึ่งหาคาไมได จะกลาววา ฟงกชัน f ไมมีลิมิตที่ a  
 ทฤษฎีบทของลิมิต 
 กําหนดให a เปนจํานวนจริงใดๆ f และ g เปนฟงกชันท่ีมีลิมิตท่ีจุด a จะไดวา 
 1. clim  

ax→
 = c เมื่อ c เปนคาคงตัวใดๆ 

 2. xlim  

ax→
 = a 

 3. n
ax
xlim  

→
 = an เมื่อ n ∈ N 

 4. cf(x)lim  

ax→
 = c f(x)lim  

ax→
 เมื่อ c เปนคาคงตัวใดๆ 

 5. )( g(x) f(x)lim   

ax
±

→
 = f(x)lim  

ax→
 ± g(x)lim  

ax→
  

 6. )( g(x)f(x)lim     

ax
⋅

→
 = f(x)lim  

ax→
⋅ g(x)lim  

ax→
 

 7. 








→ g(x)
f(x)lim  

ax
 = g(x)lim

f(x)lim

 

 

ax

ax

→

→  เมื่อ g(x)lim  

ax→
 ≠ 0 

 8. n
ax

)(f(x)lim ( 

→
 = 

n

a x
 f(x)lim 











→
 เมื่อ n ∈ N 

 9. n
ax

f(x)lim  

→
 = n

ax
f(x)lim  

→
 เมื่อ n ∈ N และ f(x)lim  

ax→
 ≥ 0 

 10. m
n

ax
)(f(x)lim ( 

→
 = 

m
n

a x
 f(x)lim 











→
 เมื่อ n, m ∈ N และ f(x)lim  

ax→
 ≥ 0 

 11.  ถา f เปนฟงกชันพหุนาม น่ันคือ f(x) = anxn + an-1xn-1 + ... + a1x + a0 เมื่อ a0, a1, a2, ..., an 
เปนคาคงตัวโดย an ≠ 0 จะไดวา f(x)lim  

ax→
= f(a) 
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 ความตอเนื่องของฟงกชัน 
 นิยาม ให a เปนจํานวนจริงใดๆ ฟงกชัน f เปนฟงกชันตอเนื่องที่จุด a ก็ตอเมื่อ ฟงกชัน f มีสมบัติ
ตอไปนี้ 
 1. f(x)lim  

ax→
 หาคาได 

 2. f(a) หาคาได 
 3. f(x)lim  

ax→
 = f(a) 

 
2. อัตราการเปลี่ยนแปลงของฟงกชัน 
 นิยาม ถา y = f(x) เปนฟงกชันใดๆ และ h เปนจํานวนจริงท่ีไมใชศูนย 
 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x ในชวง x ถึง x + h คือ h

f(x)h)+ f(x  -  

 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ใดๆ คือ h
f(x)h)+ f(x lim  

0h
 - 

→
 

 
3. อนุพันธของฟงกชัน 
 นิยาม ถา y = f(x) เปนฟงกชันท่ีมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของจํานวนจริง และ h

f(x)h) +f(x lim  

0h
 - 

→
 

หาคาได เรียกคาลิมิตท่ีไดน้ีวา อนุพันธของฟงกชัน f ที่ x แทนดวย f ′(x) , dx
d f(x) และ dx

dy  

 ทฤษฎีบทของอนุพันธ 
 1. dx

dc  = 0 เมื่อ c คือ คาคงท่ี 

 2. dx
dx  = 1 

 3. dx
d xn = nxn-1 เมื่อ n เปนจํานวนจริงใดๆ 

 4. dx
d [f(x) ± g(x)] = dx

d f(x) ± dx
d g(x) 

 5. dx
d cf(x) = c dx

d f(x) เมื่อ c คือ คาคงท่ีใดๆ 

 6. dx
d [f(x)g(x)] = f(x) dx

d g(x) + g(x) dx
d f(x) 

 7. dx
d 









g(x)
f(x)  = 2)(g(x)

g(x)dx
d f(x) f(x)dx

dg(x) -
 เมื่อ g(x) ≠ 0 

 8. dx
d  gof(x) = dy

d g(y) dx
d f(x) เมื่อ y = f(x) (กฎลูกโซ (Chain Rule)) 

 9. dx
d [f(x)]n = n[f(x)]n-1

dx
d f(x) 
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 อนุพันธอันดับสูงของฟงกชัน 
 นิยาม ถา f′(x) หาอนุพันธไดแลวจะเรียกอนุพันธของ f′(x) วา อนุพันธอันดับสองของ f แทนดวย f ″(x), 

2
2

dx
yd , 2

2

dx
d f(x) ในทํานองเดียวกันเราสามารถนิยามอนุพันธอันดับ 3, 4, ... ของฟงกชัน ตลอดจนกําหนด

สัญลักษณไดโดยวิธีเดียวกัน  
 การประยุกตของอนุพันธ 
 ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง  ถา f เปนสมการเสนโคง ความชันของเสนตรงท่ีสัมผัสเสนโคงท่ีจุด    
(a, f(a)) คือ f ′(a)  
 ฟงกชันเพิ่มและฟงกชันลด  กําหนดให f มีโดเมนเปน Df ฟงกชัน f เปนฟงกชันเพ่ิมบน (a, b) ⊂ Df         
ถา f ′(c) > 0 ทุก c ∈ (a, b) และฟงกชัน f เปนฟงกชันลดบน (a, b) ⊂ Df ถา f ′(c) < 0 ทุก c ∈ (a, b) 
 คาสุดขีดของฟงกชัน  
 กําหนดให f มีโดเมนเปน Df 
 ฟงกชัน f มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ีจุด x = c ถามีชวง (a, b) ⊂ Df และ c ∈ (a, b) ซ่ึง f (c) > f(x) สําหรับ
ทุกๆ x ในชวง (a, b) ท่ี x ≠ c 
 ฟงกชัน f มคีาตํ่าสุดสัมพัทธท่ีจุด x = c ถามีชวง (a, b) ⊂ Df และ c ∈ (a, b) ซ่ึง f (c) < f(x) สําหรับ
ทุกๆ x ในชวง (a, b) ท่ี x ≠ c 
 นิยาม ถา f ′(c) = 0 แลวเราจะเรียก c วา คาวิกฤตของฟงกชัน f และเรียกจุด (c, f(c)) วา จุดวิกฤตของ f 
 ทฤษฎีบท กําหนดให f เปนฟงกชันตอเนื่องใดๆ บน (a, b) ⊂ Df และ c เปนคาวิกฤตของ f แลว 
 ถา f ″(c) < 0 แลว f(c) เปนคาสูงสุดสัมพัทธ 
 ถา f″(c) > 0 แลว f(c) เปนคาต่ําสุดสัมพัทธ 
 โจทยปญหาคาสุดขีด ทําความเขาใจปญหาเพ่ือสรางฟงกชัน f(x) โดยให f(x) เปนสิ่งท่ีโจทยตองการทราบ
คาสุดขีด และตัวแปร x คือ สิ่งท่ีสงผลตอคาสุดขีดน้ัน 
 
4. การอินทิเกรต   
 นิยาม  ฟงกชัน F เปนปฏิยานุพันธของฟงกชัน f เมื่อ F ′(x) = f(x) สําหรับทุกคา x ∈ Df ใช ∫ f(x)dx 
แทน F(x) + c เมื่อ c เปนคาคงท่ีใดๆ และเรียก ∫ f(x)dx วา อินทิกรัลไมจํากัดเขตของฟงกชัน f  
 ทฤษฎีบท 

 1. ∫ kdx = kx + c เมื่อ k และ c เปนคาคงตัว 2. ∫ xndx = 1+n
x 1+n

 + c เมื่อ n ≠ -1 

 3. ∫ kf(x)dx = k∫ f(x)dx เมื่อ k เปนคาคงตัว 4. ∫ (f(x) ± g(x))dx = ∫ f(x)dx ± ∫ g(x)dx    
 อินทิกรัลจํากัดเขต 
 นิยาม ให f เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [a, b] ถา F เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธบนชวง [a, b] โดยท่ี F ′(x) = f(x) แลว   

    ∫
b

a
f(x)dx  = F(b) - F(a)   

 เรียก ∫
b

a
f(x)dx  วา อินทิกรัลจํากัดเขตของฟงกชัน f บน [a, b] ใชสัญลักษณ b

aF(x)  แทน F(b) - F(a) 
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 ทฤษฎีบท 

 1. ∫
b

a
kf(x)dx  = k ∫

b
a

f(x)dx  เมื่อ k เปนคาคงตัว 

    2. dxg(x)  f(x) )(b

a
±∫  = ∫

b

a
f(x)dx  ± ∫

b

a
g(x)dx  

 3. ∫
b

a
f(x)dx  = ∫

c

a
f(x)dx  + ∫

b

c
f(x)dx  เมื่อ  c ∈ (a, b) 

 4. ∫
b

a
f(x)dx  = - ∫

a

b
f(x)dx  

 
 พ้ืนที่ที่ปดลอมดวยเสนโคง 
 นิยาม  กําหนดใหฟงกชัน f(x) ตอเนื่องบน [a, b] พ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคงของ f(x) จาก x = a ถึง x = b 
หมายถึง พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีลอมรอบดวยกราฟของ f แกน X เสนตรง x = a และเสนตรง x = b  
 ทฤษฎีบท  กําหนดใหฟงกชัน f ตอเนื่องบน [a, b] และ A เปนพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคงของ f จาก     
x = a ถึง x = b จะหาไดจากสูตรตอไปนี้ 

 1. ถา f(x) ≥ 0 สําหรับทุก x ในชวง [a, b] แลว A = ∫
b

a
f(x)dx  

 2. ถา f(x) ≤ 0 สําหรับทุก x ในชวง [a, b] แลว A = - ∫
b

a
f(x)dx  

 

ตัวอยางขอสอบ 
 

1. ถา f′(x) = x2 - 1 และ ∫
1

0
f(x)dx  = 0 แลว |f(1)| มีคาเทากับเทาใด 

 
2. กําหนดให f(x) = ax2 + b x  เมื่อ a และ b เปนจํานวนจริงท่ี b ≠ 0 ถา 2f′(1) = f(1) แลว (9)f

f(4)
′  มีคา

เทาใด  
3. กําหนดให y = f(x) เปนฟงกชันซ่ึงมีคาสูงสุดท่ี x = 1 ถา f″(x) = -4 ทุก x และ f(-1) + f(3) = 0 แลว f มี

คาสูงสุดเทาใด  
4. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R และ g : R → R เปนฟงกชัน โดยท่ี f(x) = 3x2/3, 

g(1) = 8 และ g′(1) = 3
2  คาของ (fog)′(1) เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1) 3
1  2) 3

2  3) 1 4) 3
4  
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5. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริง และ f เปนฟงกชัน ซ่ึงกําหนดโดย f(x) = 














++

=

>

<

2   x ,  1 ax   x
2   x ,         b a  
2   x , 2 x 

2 3x   x

 2

3

 

   

-
-

--

    

ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องบนเซตของจํานวนจริงแลว คาของ a2 + b2 เทากับเทาใด  
6. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยท่ี f′(x) = 3 x  + 5 สําหรับทุก

จํานวนจริง x และ f(1) = 5 แลวคาของ 
4x

lim
→ f(x)

2  )f(x2 -  เทากับเทาใด 
 
7. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยท่ี f″(x) = 6x + 4 สําหรับทุกจํานวน

จริง x และความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ท่ีจุด (2, 19) เทากับ 19 แลว คาของ f(1) เทากับเทาใด  
8. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยท่ี f(x) = ax + b เมื่อ a, b เปน

จํานวนจริง ถา f เปนฟงกชันลด และ f(f(f(f(x)))) = 16x + 45 แลวคาของ a + b เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) -11 2) -5 3) 11 4) 5  
9. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริง และให f เปนฟงกชัน โดยท่ี   

   f(x) = 
 1 x 

|1  x| 3

-
-  , -1 < x < 1

 ax + b , 1 ≤ x < 5 
 5 , x ≥ 5 

  

 
 ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง (-1, ∞) แลวคาของ ab เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1) 4

5  2) - 4
7  3) 15 4) -10 

 
10. กําหนดให f(x) เปนฟงกชันพหุนามกําลังสอง ถาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ท่ีจุด (1, 2) มีคา

เทากับ 4 และ ∫ =
2

1
12 f(x)dx 

-
 แลว f(-1) + f″(-1) มีคาเทากับเทาใด 

 
11. กําหนดให h(x) = f(x)g(x) โดยท่ีความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ท่ีจุด (x, y) เทากับ 2 - 2x และ

เสนโคง y = f(x) มีคาสูงสุดสัมพัทธเทากับ 5 ถา g เปนฟงกชันพหุนาม ซ่ึงมีสมบัติ g(2) - g′(2) = 5 แลว 
h′(2) มีคาเทากับเทาใด 

 

เฉลย 
 
1. 0.25   2. 12   3. 8   4. 2)   5. 53  
6. 6   7. 7   8. 1)   9. 4)   10. 18 
11. 10  
 

 


